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1 . 1 P o r e - s c a l e S t u d y
C o n t a m in a t i o n o f t h e s u b s u r f a c e b y l i q u i ds imm i s c i bl e w it h w a t e r p r e s e n t s a w i d e s p r e a d a n d
t e c hn i c a l l y di f i c u l t c h a l l e n g e fo r r e m e d i a t i o n T h e s e n o n - a q u e o u s p h a s e l i q u i d s (N A P L s ) ,
o n c e t h e y h a v e e n t e r e d a n a q u i f e r , a r e v e r y di fi c u l t t o r e m o v e U n t i l w e b e t t e r u n de r s t a n d t h e
p h y s i c a l p r o c e s s e s g o v e r n i n g t h e f l o w a n d t r a n s p o r t o f N A P L s in t h e s u b s u r f a c e , w e w il l
c o n t i n u e t o s t r u g g l e t o r em o v e t h e m A b i g r e a s o n f o r o u r p o o r u n de r s t a n di n g i s t h a t N A P L s
e x i s t i n a v e r y h e t e r o g e n e o u s e n v i r o n m e n t N o t o n l y is t h e s o il s t r u c t u r e hi gh ly v a r i a b l e , b u t
N A P L s e x i s t in di f f e r e n t ph a s e s D u r in g t he p a s t t w o de c a de s , a n in c r e a s in g e f o r t h a s b e e n
di r e c t e d t o w a r d u n d e r s t a n di n g a n d q u a n t i f y i n g m u l t i p h a s e f l o w in p o r o u s m e d i a I n o r d e r t o
m o d e l m u l t ip h a s e f l o w a n d t o p r e d i c t t h e e f e c t i v e n e s s o f r e m e di a t i o n m e a s u r e s m o r e
r e a l i s t i c a l l y , i t i s e s s e n t i a l t o s t u dy fl o w b e h a v i o r a n d fl u i d d i s t r i b u t i o n s i n t h e p o r e m a t r i x o n
t h e p o r e l e v e l a t v a ri o u s d e g r e e o f s a t u r a t i o n T h e m i c r o s t r u c t u r e o f p o r o u s m e d i a s t r o n g l y
i n fl u e n c e s t h e t r a n s p o r t o f m a s s , m o m e n t u m , a n d e n e r g y i n t h e p o r e s p a c e T h e p o r e
g e o m e t r y d i c t a t e s t he m o t i o n a n d di s t ri b u t i o n o f fl u i d s w i t h in p o r o u s m e d i a . I n a d di t i o n ,
s e v e r a l o t h e r f a c t o r s p l a y r o l e s in e n t r a p m e n t , d i s t ri b u t io n , a n d m o b i li z a t i o n o f N A P L s
i n c l u di n g (1 ) fl u i d / fl u i d p r o p e r t i e s — i n t e r f a c i a l t e n s i o n , v i s c o s i t y r a t i o , d e n s it y d i f e r e n c e ,
p h a s e b e h a v io r , a n d i n t e r f a c i a l m a s s t r a n s f e r ; (2 ) fl u i d / s o Ud p r o p e r t i e s — w e t t a bi l i t y , i o n
e x c h a n g e , a d s o r p t i o n , d e s o r p t i o n , a n d r e a c t i o n ; a n d (3 ) m a g n i t u d e o f a p p l i e d p r e s s u r e
g r a di e n t , g r a v i t y , a n d a g in g
I n c r e a s i n g a t t e n t i o n h a s b e e n de v o t e d t o p o r e
- s c a l e in v e s t i g a t i o n s P o r e - s c a l e l a b o r a t o r y
s t u di e s h a v e e x p l o r e d s e v e r a l f e a t u r e s N u c l e a r m a g n e t i c r e s o n a n c e (N M R ) im a g i n g h a s b e e n
u s e d f o r th e d e t e c t i o n o f e n t r a p p e d a i r b u b b l e s i n p o r o u s m e di a (R o n e n e t a l , 1 9 8 6 )
S c a n n in g e l e c t r o n m i c r o s c o p y h a s b e e n e m p l o y e d t o p h o t o g r a p h w a t e r
- a i r in t e r f a c e s
(G v i r t s m a n e t a l , 1 9 87 ) a n d t o p ho t o g r a p h r e s i du a l o il g a n g l i a (Ch a t z i s e t a l , 1 9 8 3 )

1 . 1 P o r e - s c a l e St u d y
T h e m o s t c o m p r e h e n s i v e m i c r o s c a l e l a b o r a t o r y i n v e s t ig a t i o n w a s d o n e by S c h w i l l e ( 1 9 8 8 ) ,
w h o c o n d u c t e d f l o w v i s u a l iz a t i o n s t u d i e s in t w o - d im e n s io n a l p a c k e d g l a s s b e a d s u s in g o p t i c a l
t e c hn i q u e s Sc h w i l l e s im u l a t e d p e n e t r a t i o n , d i s p e r s i o n , a n d e n t r a p m e n t o f b o th h g ht a n d d e n s e
im m i s c i b l e o r g a n i c li q u i d s i n t o u n s a t u r a t e d a n d s a t u r a t e d p o r o u s m e d i a o f d if f e r e n t g r a i n s i z e
d i s t r i b u t i o n s T o d a t e , m o s t o f t h e e x p e r i m e n t a l f in di n g s c o r r e l a t in g m a c r o s c o p i c f l o w
ph e n o m e n a t o p o r e - s p a c e m o r p h o l o g y h a v e b e e n s k e t c h y a n d p r in c ip a l l y q u a l it a t i v e
T h e d e v e l o p m e n t o f n e t w o r k m i c r o m o d e ls a c c o m p Us h e d im p o r t a n t a d v a n c e s T h e f i r s t
p u b h s h e d r e f e r e n c e i n w hi c h p o r e s t r u c t u r e w a s m o d e l e d b y b o t h t w o - d im e n s i o n a l (2D ) a n d
t h r e e - d im e n s io n a l (3 D ) n e tw o r k s is t he w o r k o f Ch a t z i s a n d D u ll i e n (19 7 7) . T h e m o d e l
c o n s i s t e d o f p o r e b o d i e s s it u a t e d a t t h e n o d e s o f t h e n e t w o r k c o n n e c t e d b y p o r e t hr o a t s Sin c e
t h e n
,
v a s t ly im p r o v e d n e t w o r k m o d e l s h a v e b e e n p u b li s h e d (e g , L i a n d W a r dl a w , 1 9 86 ;
K a n t z a s a n d Ch a t z i s , 19 8 8 ; Je r a u l d a n d Sa l t e r , 1 9 9 0 ; L o w r y a n d M i l l e r , 1 9 9 4 ) T h e s e
m o d e l s h a v e f a c i l it a t e d o u r b e t t e r u n d e r s t a n di n g o f t h e o b s e r v e d p hy s i c a l p h e n o m e n a . B u t th e y
h a v e a l l a s s u m e d t h a t t he p a r a m e t e r s — p o r e b o dy a n d p o r e t hr o a t s i z e d i s t r ib u t i o n s , a n d
c o o r d in a t i o n n u m b e r di s t r ib u t i o n s — a r e k n o w n T h i s i s r a r e l y t h e c a s e .
1 . 2 M o ti v a t i o n
A l t h o u g h c o n s i d e r a b le e f fo r t h a s b e e n m a d e t o i n c o r p o r a t e p o r e - l e v e l p h e n o m e n a a n d p o r e
s t r u c t u r e d a t a in t o n e t w o r k m o d e l s o f p o r e s p a c e f o r p r e di c t i o n s o f m a c r o s c o p i c f l o w b e h a v i o r ,
t h e r e h a s b e e n a de a r th o f q u a n t i t a t i v e i n f o r m a t i o n o n p o r e g e o m e t r i c c o n f i g u r a t i o n f o r t e s t i n g
t h e v a l i di t y o f t h e t he o r e t i c a l m o d e l s Su c h p a r am e t e r s a s p o r e b o dy , p o r e t hr o a t s i z e
di s t r i b u t i o n s , a n d c o o r d in a t i o n n u m b e r p r o b a b i l i t y d e n s it y fi i n c t i o n s h a v e b e e n s h o w n t o b e
im p o r t a n t in f l u e n c e s o n f u n da m e n t a l p r o c e s s e s s u c h a s r e s i du a l s a t u r a t i o n , in t e r f a c i a l a r e a s
e t c H o w e v e r , t h e s e p o r e - s c a l e c h a r a c t e r i s t i c s h a v e n o t b e e n w e l l d e t e r m i n e d T h i s l a c u n a
c a n b e a t t r i b u t e d p a r t ly t o t h e l a c k o f g o o d e x p e r im e n t a l t e c hn i q u e s t h a t a l l o w f o r t he
v i s u a l i z a t i o n o f 3D m i c r o s t r u c t u r e s in n a t u r a l p o r o u s m e di a w it h o u t d i s t u r b i n g t he o r i g i n a l p o r e
g e o m e t r y W e t he r e f o r e p r o p o s e t o a t t a c k t h i s d if fi c u l t p r o b l e m w i t h t h r e e g o a l s in m i n d : t o
de v e l o p a c o m p u t e r a l g o r i t hm t h a t g e n e r a t e s g e n e r a l a n d r i g o r o u s p a c k i n g r e a l i z a t i o n s w i t h
g iv e n g r a i n s i z e d i s t r i b u t i o n s a n d p o r o s it y in f o r m a t i o n ; t o v i s u a l i z e s h a p e s , s i z e s , a n d
1 . 2 M o t i v a t i o n
n e t w o r k s o f p o r e s p a c e ; a n d t o i n t e r p r e t t h e d a t a b o t h q u a l it a t i v e l y a n d q u a n t i t a t i v e ly w it h
r e f e r e n c e t o t h e p o r e g e o m e t r y T h e p r im a r y fo c u s w i l l b e o n t h e fi r s t t w o o bj e c t i v e s
2 B A C K G R O U N D
2 . 1 O v e r v i e w
T h e p a c k i n g o f s p h e r e s i n s p a c e h a s l o n g b e e n s u bj e c t o f s c h o l a r l y i n q u i r y H a u y fi r s t
in v e s t i g a t e d thi s g e n e r a l fi e l d in 1 7 84 H e di s c o v e r e d t ha t m a t e r i a l s s u c h a s m i n e r a l o r g l a s s
h a v e c h a r a c t e r i s t i c in t e r n a l s t r u c t u r e s a n d a r e e n c l o s e d b y r e g u l a r ly a r r a n g e d p l a n e s s u r f a c e s ,
in t e r s e c t i n g a t d e fi n i t e a n d c h a r a c t e r i s t i c a n g l e s A b o u t a h u n dr e d y e a r s l a t e r . B a r l o w ( 188 3 )
p o i n t e d o u t t h a t a n a ly s i s o f t h e m a n n e r o f a r r a n g i n g s o l id u n i t s t o f o r m c o m p o n e n t a g g r e g a t e s
m a y b e s t b e a p p r o a c h e d by d e a l in g w i t h t h e m o s t i d e a l c a s e p o s s i b l e , w h i c h is u n i t s t h a t
c o n s i s t o f s p h e r e s o f u n i f o r m s iz e Si n c e t h e n , e s p e c i a l ly s i n c e t he r e v e l a t i o n s o f i n t e r n a l
s t r u c t u r e b y m e a n s o f X - r a y s a n d t h e a t t e n d a n t d e fi n it io n a n d im p r o v e m e n t o f t h e c o n c e p t i o n o f
t h e c r y s t a l l a t t i c e , a g r e a t d e a l ha s b e e n l e a rn e d by c r y s t a l l o g r a p h e r s a n d p hy s i c i s t s r e g a r d in g
s p a t i a l a t o m i c a r r a n g e m e n t s (e g , S l i c h t e r , 1 8 9 9 ; G r a t o n a n d F r a s e r , 1 9 3 5 ; B e m a l , 1 9 5 9 ;
F in n e y , 1 9 7 9 ; H a n s e n , 1 9 86 ) A m o n g th e s e r e s e a r c h e r s , G r a t o n a n d F r a s e r ( 1 9 3 5 )
p r e s e n t e d a m o s t c o m p r e h e n s i v e s t u dy o f s y s t e m a t i c p a c k i n g s o f u n i f o r m s p h e r e s B e m a l
(19 5 9 ) o r ig i n a l ly s im u l a t e d t h e l i q u i d s t a t e b y c o m p r e s s i n g a n d c o m p a c t i n g u n i f o r m b a l l
b e a r i n g s w i t h i n c o n t a i n e r s h a v i n g fl e x i b l e o r i r r e g u l a r w a l l s i n t he l a b o r a t o r y . A n a l o g o u s ly ,
t ho u gh m o r e r e s t r i c t e d , e f fo r t s h a v e b e e n m a d e by c h e m i s t s t o u n d e r s t a n d t he s p a t i a l
s t r u c t u r e s o f c h e m i c a l c o m p o u n d s , t h e m e a n in g o f i s o m e r i s m , t h e c a u s e o f p o l a r i z a t i o n b y
l i q u i d s , e t c (e g . M e t r o p o li s e t a l , 1 9 5 3 ; W e l l s , 1 9 6 2 ; A l le n , 19 8 7 ) M a t h e m a t i c i a n s h a v e
p u r s u e d t hi s g e n e r a l l in e o f i n q u i r y w i t hi n t h e r e a l m o f p u r e g e o m e t r y , i n de a l i n g w it h t h e
h o m o g e n e o u s p a r t i t i o n o f s p a c e a n d t h e i de a l c o n c e p t io n s o f p o i n t a r r a n g e m e n t s ( D e l o n e ,
1 9 3 8 ; N e u t s c h , 1 9 83 ; L i c h t e n b e r g e t a l , 1 9 8 9 ; C o n w a y a n d Sl o a n e , 1 9 93 ) C o n w a y a n d
S l o a n e ( 1 9 9 3 ) , t w o o f t h e s e o u t s t a n di n g m a t h e m a t i c i a n s , p r o v i d e d a c o m p r e h e n s i v e
t he o r e t i c a l s t u dy o f s p he r e p a c k i n g s , l a t t i c e s a n d g r o u p s F in a l ly , m a t e r ie l s c i e n t i s t s ,
g e o l o g i s t s , h y dr o l o g i s t s , a n d c iv i l a n d s o i l e n g in e e r s , w i t h s o m e h e l p fr o m p hy s i c i s t s a n d
2 . 1 O v e r v i e w
m a t he m a t i c i a n s , h a v e a t t a c k e d t he p r o b l e m o f p a c k in g o f s o l i d p a r t i c l e s w it h p a r t i c u l a r
r e f e r e n c e t o c h a r a c t e r i s t i c s l i k e p o r o s i t y a n d p e r m e a b il i t y t h a t a f f e c t w a t e r s u p p ly , t h e
m i g r a t i o n o f c o n t a m in a n t s , p l a n t g r o w t h , fi lt r a t io n , a n d d r a in a g e (F r a s e r , 19 3 5 ; H a u g he y
a n d B e v e r i d g e , 1 9 6 9 ; B i e r w a g e n a n d S a u n d e r s , 1 9 7 4 ; So p p e , 1 9 9 0 a n d , N o l a n a n d
K a v a n a gh , 1 9 9 3 ) N o l a n a n d K a v a n a gh ( 19 92 , 1 9 9 3 , 1 9 94 ) s im u l a t e d r a n d o m p a c k i n g o f
v m i f o r m s ph e r e s a n d o f s p h e r e s w i t h l o g - n o r m a l s i z e d i s t r i b u t i o n s T h e y a l s o c o m p u t e d t h e
p o r e s i z e d i s t r i b u t i o n s fi
"
o m t h e r a n d o m p a c k i n g s g e n e r a t e d a s a f u n c t i o n o f p a r t i c l e s iz e s
I t m ig ht b e e x p e c t e d, t h e r e f o r e , t h a t t h e s u bj e c t o f a r r a n g e m e n t o f u n it s i n s p a c e h a s b y t h i s
t im e b e e n t ho r o u g hl y e x p l o r e d a n d t h a t a s o u n d a n d c o m p l e t e l o t o f p r in c i p l e s w o u l d n o w b e
a v a i l a b l e fo r u s e in a n y s p e c ifi c a p p l i c a t i o n s t h a t m i gh t a r i s e , r e a dy - m a de f o r w h o e v e r h a s u s e
t h e r e o f H o w e v e r , t hi s i s n o t t h e c a s e H o w d e n s e ly a l a r g e n u m b e r o f i d e n t i c a l s p h e r e s c a n
b e p a c k e d t o g e t h e r is s t i l l o n e o f t h e f a m o u s o p e n p r o b l e m s i n m a th e m a t i c s (C o n w a y a n d
Sl o a n e
,
1 9 94 ) H o w l o o s e l y t h e s e s p h e r e s c a n b e a r r a n g e d h a s b e e n u n s o l v e d a s w e l l , b u t
r e c e i v e d m u c h l e s s a t t e n t i o n F u r t h e r m o r e , e v e n t h o u g h s o m e c o m p u t e r m o d e l s o f r a n d o m
p a c k in g h a v e b e e n de v e l o p e d , t h e o r e t i c a l p a c k i n g o f sp h e r e s w it h a c o n t i n u o u s p a r t i c l e s i z e
d i s t r i b u t i o n i s s t i l l a m y s t e r y On t h e o t h e r h a n d, p a c k in g d e n s i t i e s a n d m e a n c o o r d in a t i o n
n u m b e r s o b t a i n e d fr o m g e n e r a l e x p e r im e n t s a n d c o m p u t e r s im u l a t i o n s o f r a n d o m p a c k in g o f
u n i f o r m s p h e r e s di f f e r fr o m t h e o r e t i c a l p r e di c t i o n s
G e o m e t r i c a l c h a r a c t e r iz a t i o n o f t h e p o r e s p a c e i n r a n do m s p h e r e p a c k i n g s h a s c a u s e d
i n c r e a s in g a t t e n t i o n M c Gre a r y ( 19 6 1 ) p r o p o s e d t h e
'
t r i a n g u l a r p o r e s iz e
'
in r a n do m c l o s e
p a c k in g s o f u n i f o r m s p h e r e s by s t u dy i n g t h e s i z e o f b a l l b e a r in g s w h i c h c o u l d p e r c o l a t e a
p a c k in g o f l a r g e r s p h e r e s Ch e n a n d N g (19 8 8 ) a n a l y z e d t h e v o i d s a s s o c i a t e d w i t h t e t r a h e dr a l
s t r u c t u r e s p r e s e n t in a l a t t i c e o f u n i f o r m s ph e r e s . So p p e (19 9 0 ) s t u di e d r a n do m s t r u c t u r e s w it h
s p h e r e s i z e s t h a t o b e y e d a G a u s s i a n di s t r i b u t i o n . H e v e r i fi e d M c G e a r y
'
s fi n di n g s fo r
d i s t ri b u t i o n s o f z e r o s t an d a r d de v i a t i o n a n d al s o f o u n d th a t a s t he s t a n d a r d d e v i a t i o n o f t h e s iz e
di s t ri b u t io n in c r e a s e d , t h e m e a n p o r e s i z e i n c r e a s e d a n d t h e n u m b e r o f p o r e s d e c r e a s e d . I n t h e
r e c e n t in v e s t i g a t i o n by N o l an a n d K a v a n a gh ( 19 94 ) , t h e y m e a s u r e d t h e p o r e b o dy s i z e
d i s t ri b u t i o n s i n r a n do m p a c k in g s o f s ph e r e s w h o s e s i z e di s t ri b u t i o n s o b e y e d t h e l o g - n o r m a l
d i s t ri b u t i o n H o w e v e r , s i n c e t h e f a c t t h a t in t e r s ti c e s w i t h i n a p a c k i n g f o r m a c o n t in u o u s
n e tw o r k m a k e s it di f i c u l t t o a n a ly z e i n t e r m s o f di s c r e t e q u a n ti ti e s , c o m p r e h e n s i v e r e s e a r c h i s
2 . 1 O v e r v i e w
#
r e q u i r e d t o a n s w e r t h e q u e s t io n s s u c h a s w h a t a r e t h e p o r e b o dy a n d p o r e t hr o a t d i s t r i b u t i o n s
a n d h o w p o r e b o d i e s a r e c o n n e c t e d b y p o r e
I n t h e f o l l o w in g s e c t i o n s , s o m e b a c kg r o u n d i s p r o v i d e d i n o r d e r t o u n d e r s t a n d r a n do m
p a c k i n g g e n e r a t i o n T h i s r e v i e w c o n s i s t s o f f o l l o w in g : (1 ) a s u m m a r y o f r e l e v a n t c o n c e p t s i n
s y s t e m a t i c p a c k i n g s o f u n if o r m s p h e r e s , i n c l u d i n g a n o v e r v i e w o f s t a t e - o f - t h e - a r t m o d e l s o f
r a n d o m p a c k i n g s o f u n i f o r m s p h e r e s , w h i c h i s r e g a r d e d a s a b a s i s f o r t h e e x a m in a t i o n o f t h e
m o r e g e n e r a l c a s e o f r a n d o m p a c k i n g o f p a r t i c l e s w i t h v a r i o u s s iz e s ; a n d (2 ) a r e v i e w o f
r a n d o m p a c k i n g s o f s p he r e s w ho s e s i z e s a r e d e t e r m in e d by c o n t in u o u s d i s t r i b u t i o n s .
2 . 2 Sy s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m Sp h e r e s
2
.
2
.
1 E s s e n t i a l D e f in i ti o n s
F o r p r e s e n t p u r p o s e s , c e r t a in d e fi n i t i o n s a r e r e q u i r e d, a s b e l o w .
1 p a c k in g
— a n y m a i m e r o f a r r a n g e m e n t o f s o Ud u n i t s i n w h i c h e a c h c o n s t i t u e n t u n i t i s
s u p p o r t e d a n d h e l d i n p l a c e b y t h e e a r t h
'
s g r a v i t a t i o n a l fi e l d b y t a n g e n t c o n t a c t w i t h it s
n e i g hb o r s
2 . s o l i d u n i t — a n i d e a l s ph e r e o f r a di u s (r )
3 r a n d o m p a c k i n g
— a p a c k i n g fo r m e d by h a p h a z a r d p o s i t i o n in g o f s ph e r e s
4
. g e o m e t ri c a l ly sy s t e m a t i c p a c k i n g — a c o n s t a n t l y r e p e t it iv e p a c k i n g .
5 . r o w — a n a g g r e g a t e o f u n i f o r m s ph e r e s a r r a n g e d w i t h t h e ir c e n t e r s a l o n g a s t r a i g h t l in e
a n d s u c c e s s iv e l y s p a c e d a t t h e d is t a n c e o f 2 r , s o t h a t e a c h s p h e r e a l o n g t h i s l in e i s t a n g e n t t o
i t s n e i gh b o r s o n e it he r s i d e
6 . s e t o f r o w s — a n a s s e mb l a g e o f r o w s i n p a r a l l e l di r e c t i o n
7 l a y e r — a p a r a ll e l a r r a n g em e n t o f r o w s in th e s a m e p l a n e a n d s o s p a c e d th a t t h e s p h e r e s
in e a c h r o w a r e t a n g e n t t o t h e c o r r e s p o n d in g s p h e r e s in a dj a c e n t r o w s .
8 s q u a r e l a y e r — a t y p e o f l a y e r in w hi c h t w o s e t s o f r o w s in t e r s e c t a t 9 0 ° [F i g u r e 2 . 1 (a )] .
9 s i mp l e r h o m b i c — a t y p e o f l a y e r in w h i c h t w o s e t s o f r o w s i n t e r s e c t a t 6 0
°
[F i g u r e 2 1
(b )]
1 0 sp e c ia l r h o m b i c l a y e r — a t y p e o f l a y e r in w hi c h t w o s e t s o f r o w s h a v e a n y a n g l e o f
i n t e r s e c t i o n b e t w e e n t ho s e l im i t in g v a l u e s o f 6 0
°
a n d 90 ° [F i g u r e 2 1 (c )]
1 1 s i mp le sy s t e m a t i c p a c k i n g
— a p a c k in g fo r m e d b y v a r i o u s s im p l e a r r a n g e m e n t s o f e i t h e r
t h e s q u a r e l a y e r o r t he s im p l e r ho mb i c l a y e r
2 . 2 Sy s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m S p h e r e s
(a ) a = 9 0
°
(b ) a - 6 0
°
(c ) 6 0
° < a < 9 0
°
F i g u r e 2 1 T y p e o f la y e r s , (a ) s q u a r e l a y e r ; (b ) s im p l e r h o mb i c l a y e r ; (c ) s p e c i a l
r h o mb i c l a y e r
1 2 u n i t c e l l — t h e s m a l l e s t p o r t io n o f a s t a c k t h a t g iv e s c o m p l e t e r e p r e s e n t a t i o n o f th e
m a n n e r o f p a c k i n g a n d o f t he d i s t r i b u t i o n o f v o i d s t h r o u gh o u t t h a t s t a c k M o r e e x p l i c it
d e fi n i t i o n i s g iv e n in s e c t i o n 2 2 2
1 3 u n i t v o i d — the e m p ty sp a c e c o n t a in e d w i t hi n t he u n i t c e l l .
1 4 c o o r d i n a t i o n n u m b e r — n u m b e r o f s u r r o u n di n g s p h e r e s in t o u c h w i t h a g iv e n s p h e r e
1 5 r a d i a l d i s tr i b u t i o n j u n c t i o n [R D F , p (R )] — n u m b e r o f s p he r e c e n t e r s p e r u n i t v o l u m e
a t a g i v e n d i s t a n c e (R ) a w a y fr o m a fi x e d p o in t T h e R D F p l a y s a c e n t r a l r o l e in m o l e c u la r
p hy s i c s T h e r e a r e tw o m a i n r e a s o n s f o r t hi s F i r s t , t h e R D F i s d i r e c t l y m e a s u r a b l e b y
r a di a t i o n - s c a t t e r i n g e x p e r im e n t s T h e r e s u l t s o f s u c h a n e x p e r im e n t o n l i q u i d a r g o n a r e s h o w n
in F i g u r e 2 . 2 ; R D F s h o w s a p a t t e rn o f p e a k s a n d t r o u gh s t h a t i s c h a r a c t e r i s t i c o f a l l
m o n a t o m i c m a t e r i a l s S e c o n dl y , p r o v i de d t ha t t h e a t o m s in t e r a c t t hr o u gh p a i r w i s e - a d di t i v e
f o r c e s , t h e r m o dy n am i c p r o p e r t i e s o f th e s y s t e m c a n b e w r i t t e n a s i n t e g r a ls o v e r R D F .
2 . 2 . 2 G e o m e t r y o f t h e Si x Sy s t em a t i c P a c k i n gs
I n t h e c a t e g o r y o f s im p l e s y s t e m a t i c p a c k in g s , i t i s w e l l k n o w n t h a t t he r e a r e tf i r e e
2 . 2 Sy s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m S p h e r e s
P (R )
F i g u r e 2 2 R e s u l t s o f n e u t r o n - s c a t t e r i n g e x p e r im e n t s fo r t he r a d i a l di s t r ib u t i o n f u n c t i o n
o f l i q u i d a r g o n A ft e r Y a m e l l e t a l ( 1 9 73 )
g e o m e t r i c a l ly s im p l e w a y s o f s t a c k i n g e it h e r s q u a r e l a y e r s o r s im p l e r ho m b i c l a y e r s u p o n o n e
a n o t h e r . T h e r e f o r e
,
t h e y m a k e s i x s y s t e m a ti c p a c k i n g s c h em e s in a l l T h e m a n n e r in w hi c h
t h e s e d i f f e r e n t p a c k in g s a r e a t t a i n e d i s s ho w n i n F i g u r e 2 3 . F i g u r e 2 4 p r o v i d e s t h e t o p v i e w
a n d fr o n t v i e w o f t h e s i x s c h e m e s I n e a c h o f t h e s i x c a s e s t he r e s h o w n , o n l y e i g h t s p h e r e s a r e
p r e s e n t , b u t s ph e r e s m a y b e a dd e d in d e fi n it e ly , i f h o l di n g t o t h e s a m e s t a c k i n g p a t t e r n .
Sc h e m e 1 — c u b i c p a c k i n g — I n t hi s t j q j e o f p a c k i n g , t h e s q u a r e l a y e r a r r a n g e m e n t i s
p r e s e n t n o t o n l y h o r i z o n t a l ly b u t a s w e l l in t w o v e rt i c a l di r e c ti o n s a t ri g h t a n g l e s , s o th a t t hr e e
s y s t e m s o f s q u a r e l a y e r s a r e p r e s e n t a t a n g l e s o f 9 0 t o o n e a n o t h e r ; t h e y c o r r e s p o n d t o t h e
c u b e f a c e s . T h e u n i t c e l l o f t h i s s c h e m e o f p a c k in g i s f o r m e d b y p a s s i n g t h r e e p a i r s o f p a r a l l e l
p l a n e s t hr o u gh t h e s p he r e c e n t e r s (s i t e s ) l o c a t e d a t t h e c o m e r s o f a c u b e o f e d g e 2 r ; i t h a s a
v o l u m e o f S r ^ a v o i d v o l u m e o f 3 8 1 r
^
a n d it i s s h o w n in F i g u r e 2 5 T h e s p a c in g o f
h o ri z o n t a l l a y e r s i s 2 r E a c h s p h e r e h a s 6 t a n g en t n e i ghb o r s (c o o r d in a ti o n n u m b e r ) I t i s t h e
2 . 2 S y s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m S p h e r e s
Sc h em e 1 — c u b i c p a c k in g
Sc h em e 2 — o r th o r h o m b ic p a c k i n g
F i g u r e 2 . 3 T y p e s p h e r e g r o u p s o f t he s i x s c h e m e s
2 . 2 Sy s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m S p h e r e s
Sc h e m e 3 — r h o m b o h e dr a l p a c k i n g
Sc h em e 4 — o r th o r h o m b i c p a c k i n g
F i g u r e 2 . 3 T y p e s ph e r e g r o u p s o f t he s i x s c h em e s
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2 . 2 S y s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m S p h e r e s
Sc h e m e 5 — t e t r a g o n a l - s p h e n o i d a l p a c k i n g
S c h em e 6 — r h o m b o h e d r a l p a c k i n g
F i g u r e 2 . 3 T y p e s p h e r e g r o u p s o f t h e s i x s c h em e s
1 1
2 . 2 Sy s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m S p h e r e s
S c h e m e 1 — c u b i c p a c k i n g
Y i L
Sc h e m e 2 — o r th o r h o m b i c p a c k i n g
X
T O P V I E W F R O N T V I E W
F ig u r e 2 4 (a ) T o p a n d fr o n t v i e w s o f S c h e m e 1 a n d Sc h e m e 2
12
2 . 2 Sy s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m Sp h e r e s
Sc h em e 3 — r h o m b o h e d r a l p a c k i n g
S c h e m e 4 — o r th o r h o m b ic p a c k i n g
y - i
T O P V I E W F R O N T V fi W
F i g u r e 2 4 (b ) T o p a n d fr o n t v i e w s o f Sc h em e 3 an d S ch e m e 4
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2 . 2 Sy s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m S p h e r e s
Sc h em e 5 — te t r a g o n a l - s p h e n o i d a l p a c k i n g
y k
Sc h e m e 6 — r h o m b o h e d r a l p a c k i n g
z iU
X
T O P V IE W FR O N T V IE W
F ig u r e 2 4 (c ) T o p a n d fr o n t v i ew s o f S c h e m e 5 a n d S c h e m e 6
1 4
2 . 2 Sy s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m S p h e r e s
l o o s e s t o r t he m o s t
"
o p e n
- t e x t u r e d" p a c k i n g t h a t c a n be p r o d u c e d u n d e r t h e s im p l e s y s t e m a t i c
c o n d it i o n s p r e v i o u s l y p r e s c r ib e d
2 r
F i g u r e 2 . 5 U n i t c e ll o f c u b i c p a c k i n g s c h e m e (Sc h em e 1)
S c h e m e 2 — o r t h o r h o m b i c p a c k i n g — A s in Sc h e m e 1 , t h e s q u a r e l a y e r a r r a n g e m e n t i s
p r e s e n t in t h r e e p l a n e s ; b u t in t hi s c a s e t he y l i e a t a n g l e s o f 6 0 t o o n e a n o t h e r . T h e r e i s a l s o
p r e s e n t o n e p l a n e o r s y s t e m o f s i m p l e r h o m b i c l a y e r a r r a n g e m e n t , I j d n g a t r i g h t a n g l e s t o t h e
t hr e e s q u a r e l a y e r p l a n e s (F ig u r e 2 6 ) T h e u n i t c e l l i s a s i x - s i d e d f o rm , f o u r o f w h o s e f a c e s
a r e s q u a r e s o f s i de 2 r a n d t w o o f w h o s e f a c e s a r e s im p l e r h o mb s o f s i d e 2 r ; t h e v o l u m e o f
s u c h a c e l l i s 6 9 3 r
^
a n d t h e v o l u m e o f t h e u n i t c e l l i s 2 7 4 r
^
(S e e F i g u r e 2 . 7 ) . T h e c o o r di n a t i o n
n u m b er in t h i s s c h e m e i s 8 H o r i z o n t a l l a y e r s h a v e a d i s t a n c e o f V3 r
Sc h e m e 3 — r h o m bo h e d r a l p a c k i n g — T h e s q u a r e l a y e r a r r a n g e m e n t i s a g a in p r e s e n t in
t h r e e d i f f e r e n t p l a n e s a t 9 0
°
,
in t h i s in s t a n c e c o r r e s p o n d in g t o t h e t hr e e d i a g o n a l p l a n e s o f a
r e g u l a r o c t a h e d r o n (F i g u r e 2 8 ) T h e r e a r e a l s o p r e s e n t f o u r p l a n e s o r s y s t e m s o f s im p l e
r h o mb i c l a y e r a r r a n g e m e n t , p a r a l l e l t o t he r e s p e c t i v e f a c e s o f t h e o c t a h e d r o n . T h e u n i t c e ll i s
f o r m e d o f s i x p l a n e s p a s s e d t h r o u g h e i gh t s p h e r e s i t e s s i t u a t e d a t t h e c o m e r s o f t h e r e g u l a r
r h o m b o h e d r o n e a c h o f w h o s e e d g e s m e a s u r e s 2 r ; t h e v o l u m e t he t hi s u n i t c e l l i s 5 6 6 r
^
a n d t h e
1 5
2 . 2 Sy s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m Sp h e r e s
F i g u r e 2 6 L a y e r f o r m a t io n o f o r t h o r h o mb i c p a c k i n g (S c h e m e 2 ) . T h r e e p l a n e s ly in g
a t 6 0 t o o n e a n o t h e r f o r m t hr e e s q u a r e l a y e r s O n e s i m p l e r h o m b i c l a y e r
p o s it io n s a t r i g h t a n g l e s t o t h e t h r e e s q u a r e l a y e r p l a n e s
F i g u r e 2 . 7 U n i t c e l l o f o r t ho r h o m b i c p a c k i n g s c h e m e (S c h e m e 2 )
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2 . 2 Sy s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m Sp h e r e s
v o l u m e o f t h e u n i t v o i d h a s a v a l u e o f 1 4 7 r (S e e F i g u r e 2 9 ) T h e v e r t i c a l di s t a n c e b e t w e e n
h o r i z o n t a l s q u a r e l a y e r s i s V 2 r T hi s i s t h e c lo s e s t o r m o s t c o m p a c t p o s s i b l e a r r a n g e m e n t o f
s o l i d s p h e r e s w i t h t h e l a r g e s t c o o r di n a t i o n n u m b e r o f 12
F ig u r e 2 8 L a y e r f o r m a t i o n o f r ho mb o he dr a l p a c k i n g (S c h e m e 3 ) T h r e e m u t u a l l y
p e r p e n di c u l a r di a g o n a l p l a n e s f o r m t hr e e s q u a r e l a y e r s T o p fo u r p l a n e s
f o r m i n g t h e r e g u l a r o c t a h e d r o n c o n s t r u c t f o u r s i m p le r h o m b i c l a y e r s
F i g u r e 2 . 9 U n i t c e l l o f r ho mb o h e dr a l p a c k in g s c h e m e (Sc h e m e 3 )
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2 . 2 Sy s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m Sp h e r e s
S c h e m e 4 — o r th o r h o m b i c p a c k in g — I n i n t e r n a l a r r a n g e m e n t , t h i s p a c k in g i s i d e n t i c a l
w i t h Sc h e m e 2 I f r o t a t in g t h e s t a c k in g in S c h e m e 2 a b o u t t h e e d g e fo r m e d b y t h e j u n c t i o n o f
t h e b a s a l s q u a r e l a y e r w i t h the s im p l e r ho mb i c l a y e r by 9 0
°
,
t h e a t t i t u de o f t h e s t a c k i n g in
s p a c e w i ll b e c o m e t h a t o f Sc h em e 4 I n F i g u r e 2 10 , t he u n i t c e ll o f t h i s c a s e i s s ho w n ; i t i s
t h e s a m e c e l l a s s ho w n in t h e s a m e fi g u r e f o r Sc h em e 2 b u t s e e n f r o m a d i f fe r e n t a n g l e
c o r r e s p o n d in g t o t h e d i f f e r e n t o r i e n t a t i o n in s p a c e T h e s p a c in g o f h o r iz o n t a l l a y e r s i s 2 r
r o t a t e 9 0
R o t a t i o n o f u n i t c e l l o f S c h e m e 2 by 9 0 .
u
F i g u r e 2 10 U n i t c e l l o f o r t ho r ho mb i c p a c k i n g s c h e m e (Sc h em e 4 )
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2 . 2 Sy s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m S p h e r e s
S c h e m e 5 — t e tr a g o n a l - sp h e n o i d a l p a c k i n g — T hi s t y p e o f p a c k i n g h a s t he s im p l e r h o m b i c
l a y e r p r e s e n t i n t w o p l a n e s o r s y s t e m s a t r i g h t a n g l e s T h e u n i t c e l l o f t hi s p a c k i n g h e s w i t hi n
s i x p l a n e s p a s s e d t h r o u gh e i gh t s p h e r e s i t e s l o c a t e d a t t h e c o m e r s o f a r ho m b o h e dr o n - h k e
fi g u r e o f w h i c h f o u r f a c e s a r e t h e s im p l e r h o m b o f e dg e 2 r a n d t w o f a c e s a r e o f t h e s p e c i a l
r h o m b T h e v o l u m e o f t h i s c e l l i s 6 r
^
a n d t h e u n i t v o i d v o l u m e i s 1 8 1 r ^ (F i g u r e 2 1 1) T h e
s p a c in g o f ho r i z o n t a l , s im p l e r h o m b i c l a y e r s i s Vs r T h i s p a c k i n g p r o v i d e s t h e c o o r di n a t i o n
n u m b e r o f 1 0 .
F ig u r e 2 11 U n i t c e l l o f t e t r a g o n a l - s p h e n o i da l p a c k i n g s c h e m e (S c h e m e 5 ) .
S c h e m e 6 — r h o m b o h e d r a l p a c k i n g — In t em a l ly , t h i s p a c k in g i s i d e n t i c a l w i t h t h a t o f
Sc h em e 3 ; i t t h e r e f o r e h a s t h e s a m e u n i t c e l l I f r o t a t in g t h e s q u a r e l a y e r o f Sc h e m e 3 a b o u t a n
e dg e o f t h e b a s a l s q u a r e l a y e r by 109 2 8 , it s v a r i o u s l a y e r s w i l l t a k e u p t h e s am e a t t i t u d e in
s p a c e a s t h a t p r o du c e d by b u i l d in g Sc h e m e 6 o n t h e s im p l e r ho m b i c l a y e r F i g u r e 2 . 1 2 s ho w s
t h i s u n i t c e l l i n i t s p r o p e r o r i e n t a t i o n f o r t h i s c a s e ; i t i s t h e s a m e c e l l a s i s s h o w n f o r S c h e m e 3
in t h e s am e fi g u r e b u t s e e n fr o m a di f fe r e n t a n g l e T h e s p a c in g o f ho r i z o n t a l , s im p l e r h o mb i c
l a y e r s i s 2 1 '
^ ^
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2 . 2 Sy s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m S p h e r e s
r o t a t e 10 9 ° 2 8
'
R o t a t i o n o f u n i t c e l l o f Sc h em e 3 by 9 0
u
2 r
F i g u r e 2 12 U n i t c e l l o f r h o mb o h e d r a l p a c k i n g s c h e m e (Sc h em e 6 ) .
2 0
2 . 2 Sy s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m Sp h e r e s
T a b l e 2 1 s u m m a r i z e s t h e g e o m e t ri c a l r e l a t i o n s h i p s o f t h e s ix p a c k i n g s
T a b l e 2 1 St r u c t u r a l p r o p e r t i e s o f s y s t e m a t i c p a c k i n g s o f u n i f o r m s p h e r e s A ft e r G r a t o n
a n d F r a s e r ( 1 93 5 )
Sc h e m e C o mm o n
n a m e
S p a c in g
o f
l a y e r s
V o lu m e
o f u n i t
c e l l
T
V o l u m e
o f u n it
v o i d
Po r o s i t y C o o r d in a t i o n
n u mb e r
C u bi c 2 r g OOr 3 8 1 r 0 4 76 4
rO r t h o r h o m bi c S r 6 9 3 r 2 . 7 4 r " 0 3 9 54
TRh o m b o h e d r a l
x
/ 2 r 5 6 6 r 1 4 7 r
"
0 2 59 5 12
O r th o r h o m bi c 2 r 6 93 r ' 2 7 4 r " 0 3 9 54
T e t r a g o n a l -
sp h e n o i da l V3 r 6 0 0 r
'
1 8 1 r
'
0 3 0 19 10
Rh o m b o h e d r a l i (^ 3). 5 6 6 r
'
1 4 7 r
"
0 2 59 5 12
2 . 2 . 3 St a b i l i t y o f th e V a r i o u s P a c k i n g s
I t i s e v i d e n t t h a t i n s o m e o f t he p a c k i n g s c o m p l e t e s t a b i l i t y o f a r r a n g e m e n t i s i n h e r e n t in t h e
m a n n e r o f s t a c k i n g s , w h i l e i n o t h e r s a l o w e r de g r e e o f s t a b i l it y i s a t t a i n e d A n y s o Ud m a s s
a c t e d u p o n b y g r a v i t y a n d s u p p o r t e d fr o m b e lo w r e q u i r e s a t l e a s t th r e e p o in t s o f s u p p o r t in
o r d e r t o a t t a in e q u i l ib ri u m , i e , a s t a b l e p o s i t i o n Wh e n t hi s r e q u i r e m e n t i s a p p l i e d , o n ly
S c h e m e 3 a n d Sc h e m e 6 a r e c o m p l e t e ly s t a b l e a r r a n g e m e n t s s i n c e o n ly in t h e s e t w o c a s e s d o
t h e in di v i du a l s p h e r e s o f a n y l a y e r h a v e t hr e e o r m o r e p o i n t s o f s u p p o r t i n g c o n t a c t w it h t h e
s p h e r e s o f t he l a y e r b e l o w (fo u r s u c h p o i n t s o f s u p p o r t in S c he m e 3 a n d t h r e e i n Sc h e m e 6
(F i g u r e 2 4 )
I n Sc h e m e 2 a n d Sc h e m e 5 (F i g u r e 2 4 ), e a c h s ph e r e r e c e i v e s s u p p o r t fr o m th e u n d e r l y in g
l a y e r a t o n ly t w o p o i n t s E a c h s p he r e i s t h u s b a l a n c e d in t h e s a d d l e f o r m e d b e t w e e n t h e t w o
u n d e r ly i n g s ph e r e s , an d e x c e p t f o r l a t e r a l s u p p o r t a f f o r d e d b y i t s n e i g hb o r s i n i t s o w n l a y e r it
c a n b e v e r y e a s i ly t o p p l e d t o o n e s i d e o r t h e o t h e r o f t h e s a d d l e p l a c e (s e e F i g u r e 2 13 ) Wh e n
t h i s o c c u r s
,
t h e s p h e r e f a l l s o r r o l l s do w n i n t o t h e n e a r e s t h o l e f o r m e d by t h e s p h e r e s o f t h e
2 1
2 . 2 Sy s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m Sp h e r e s
F i g u r e 2 13 I l l u s t r a t i o n o f S t a b i li t y r e l a t i o n i n b a l a n c e d p a c k in g s
u n d e r ly i n g l a y e r , w h e r e u p o n it b e c o m e s s t a b l e , b u t , in s o d o i n g , c h a n g e s t h e p a c k in g fr o m
Sc h e m e 2 t o Sc h e m e 3 in t h e o n e in s t a n c e a n d fr o m S c h e m e 5 t o Sc h e m e 6 i n t h e o t h e r
i n s t a n c e . Sc h e m e 2 a n d S c h em e 5 t he r e f o r e a r e r e g a r d e d a s p o s s e s s in g p a r t i a l b u t n o t
c o m p l e t e s t a b il i t y .
I n Sc h e m e 1 a n d Sc h e m e 4 (F i g u r e 2 . 4 ) , e a c h s p h e r e i s p e r c h e d e v e n m o r e p r e c a r i o u s l y o n
t h e v e r y p i n n a c l e o f a s i n g l e u n de r ly i n g s p h e r e ; t he r e f o r e t h e s e p a c k i n g s a r e m o r e a c u t e ly
u n s t a b l e e x c e p t a s t he y a c q u i r e s o m e s t a b i l it y t hr o u g h s u p p o r t a f f o r d e d by t h e i r l a t e r a l
n e i g hb o r s Wh e n s u c h a p e r c h e d s ph e r e o f Sc h e m e 1 o r Sc he m e 4 t o p p l e s a n d r o l l s do w n o n
t he c u r v e d s u r f a c e i n t o o n e o f t h e a dj a c e n t h o l e s f o r m e d b y t he u n d e r ly in g s ph e r e s , t he t o p p l e d
s p h e r e t h u s r e a c h e s a p o s it io n o f c o m p l e t e s u p p o r t a n d s t a b i l it y , b u t t h e p a c k in g c h a n g e s fr o m
S c h e m e 1 t o Sc h e m e 3 i n t he o n e in s t a n c e o r fr o m S c h e m e 4 t o S c h e m e 6 in t h e o t h e r in st a n c e
B u t i f , in t h e c o u r s e o f t h u s r o l li n g do w n h i l l , t h e t o p p l e d s p h e r e f a l l s in a n y o n e o f f o u r s p e c i a l
d i r e c t i o n s (s p a c e d s u c c e s s i v e ly a t 9 0
°
) i n S c h e m e 1 , o r in a n y o n e o f s i x s p e c i a l d i r e c t i o n s
(s p a c e d s u c c e s s i v e ly a t 6 0
°
) in S c h e m e 4 , i t w i l l fi n d a t l e a s t a t e m p o r a r y r e s t i n g — p l a c e o f
p a r t i a l st a b i l it y (i e , t w o - p o i n t s u p p o r t ); i f e a c h s p h e r e o f a g i v e n l a y e r o f S c h em e 1 w e r e t o
2 2
2 . 2 Sy s t e m a t i c P a c k i n g s o f U n i f o r m Sp h e r e s
t o p p l e in t h e s a m e o n e o f t he s e fo u r a l t e r n a t i v e di r e c t io n s a n d c o m e t o r e s t i n s u c h a s a dd l e ,
S c h e m e 2 p a c k i n g w o u l d r e s u lt ; a n d i f e a c h s ph e r e o f a g iv e n l a y e r o f Sc h e m e 4 w e r e t o
t o p p l e in t h e s am e o n e o f t h e s e s i x a l t e rn a t i v e d i r e c t i o n s a n d c o m e t o r e s t in t h e a p p r o p r i a t e
s a d d l e
,
Sc h e m e 5 p a c k in g w o u l d r e s u h
T h e r e a r e o t h e r w a y s o f i n di c a t i n g o r m e a s u r i n g t he s t a b il i t i e s o f t h e v a r i o u s p a c k i n g s b e s i d e s
t h i s m e r e c o n s i d e r a t i o n o f t h e t e n d e n c y t o t o p p l e N a m e ly , t h e f o l l o w i n g f i v e c h a r a c t e ri s t i c s
c a n b e u s e d t o d e fi n e t h e m o r e st a b l e o f a n y t w o p a c k i n g s :
1
. t h e p a c k in g w h i c h h a s t h e lo w e r p o r o s i t y , a n d t he r e fo r e t h e s m a l l e r v o lu m e a n d t h e
h i gh e r d e n s i t y ;
2 t h e p a c k i n g i n w hi c h e a c h s ph e r e t o u c h e s t h e l a r g e r n u m b e r o f n e i g hb o r s ;
3 t h e p a c k in g i n w h i c h a l a r g e r n u m b e r o f t h e t a n g e n t n ei g hb o r s a r e in t h e u n d e r ly i n g l a y e r ;
4 t he p a c k in g w h i c h (f o r a g i v e n n u mb e r o f s p h e r e s ) h a s , a s a b o d y , t h e l o w e r c e n t er o f
g r a v i ty , i . e . , t h e v e r t i c a l s p a c in g b e t w e e n l a y e r s i s l e s s ;
5 t h e p a c k in g in w h i c h e a c h s p h e r e o c c u p i e s a p o s it i o n h a v i n g l e s s e r p o t e n t i a l e n e r g y , a n d
t h u s t h e p o t e n t i a l e n e r g y o f t he b o dy a s a w ho l e i s l e s s
T h e s e c r i t e r i a a r e a p p l i c a b l e n o t o n ly fo r s y s t e m a t i c p a c k i n g s b u t a l s o f o r r a n do m p a c k i n g s
w hi c h w i l l b e d e s c r i b e d
2 . 3 R a n d o m P a c k i n g s o f U n i f o r m Sp h e r e s
U n l i k e a s y s t e m a t i c p a c k in g in w h i c h e a c h s p h e r e Ue s i n a p r e d e t e r m i n e d p o s i t i o n t h a t i s
fi x e d r e l a t iv e t o o t h e r s p h e r e in t h e a s s em b ly , a r a n d o m p a c k in g i s f o r m e d by t h e h a p h a z a r d
p o s it i o n in g o f p a r ti c l e s t o f o r m a n a s s e mb l y T h e r e l a ti v e lo c a ti o n o f e a c h s p h e r e i n a r a n d o m
p a c k i n g c a n o n l y b e d e s c r i b e d b y p r o b a b i l it y c o n s i de r a ti o n s Wh il e t h e t e r m r a n d o m p a c k in g
h a s b e e n u s e d t o de s c r i b e thi s m o d e o f p a c k i n g , a n d w i l l b e s o u s e d h e r e , in f a c t s u c h
p a c k i n g s a r e n o t f o r m e d by p l a c i n g p a r ti c l e s r a n do m ly in s p a c e P a r ti c l e s o f fi n i t e s i z e
o b v i o u s ly c a n n o t o v e r l a p a n d m u s t p ac k in t o m e ch a n i c a l l y s t a b l e o r qu a s i
- s t ab l e a r r a n g e m en t s
h a v i n g a t l e a s t t hr e e p o i n t s o f c o n t a c t w it h o t he r s p h e r e s I n t he d i s c u s s i o n b e l o w , t w o
di s t in g u i s h e d r a n do m p a c k in g s c h e m e s a r e g iv e n , i e , r a n do m c l o s e p a c k i n g a n d r a n d o m
lo o s e p a c k in g , a n d t h e a v a i l a bl e t h e o r e ti c a l m o de l s a r e r e v i ew e d
2 3
2 . 3 R a n d o m P a c k i n g s o f U n i f o r m S p h e r e s
2 . 3 . 1 R a n d o m C l o s e P a c k i n g (R C P )
2 3 1 1 I n t r o du c t i o n
R a n d o m c l o s e p a c k in g s o f u n i f o r m s p h e r e s h a v e b e e n s t u di e d f o r m a n y y e a r s o n a c c o u n t o f
t h e i r i n t e r e s ti n g g e o m e t r i c a l p r o p e r ti e s , t he i r t e c h n o lo g i c a l i m p o r t a n c e a n d t h e i r p o s s i b l e
u s e f u ln e s s a s a s im p l e m o d e l f o r f lu i d s , g l a s s e s a n d a m o r p h o u s s o Ud s . T h e m o s t e f f e c ti v e
w a y o f s t u d y i n g th e d e t a i l e d s t r u c t u r e o f a s s e mb l i e s o f r a n do m l y c l o s e - p a c k e d s p h e r e s h a s
b e e n t o m e a s u r e t h e c o o r di n a t e s o f s ph e r e s e m b e d d e d i n a r i g i d m a t r i x (Sc o t t , 1 9 6 2 ) T o d o
t h i s
,
Sc o t t d e t e r m in e d t h e C a r t e s i a n c o o r di n a t e s o f a p i l e o f 1 00 6 b a l l b e a r in g s a n d o bt a in e d t h e
p a c k i n g p o r o s it y o f 0 3 63 4 , a n d F in n e y ( 197 0 ) m e a s u r e d t h e c o o r di n a t e s o f 7 9 9 4 b a l l s a n d
fr o m t h e s e c a l c u l a t e d t he R D F s I n p r e p a r i n g s u c h p h y s i c a l a s s e mb l i e s it h a s b e e n c u s t o m a r y
t o v i b r a t e t h e b a l l b e a r in g s i n o r d e r t o m i n i m i z e t h e p a c k i n g p o r o s i t y , it i s w e ll e s t a b Us h e d t ha t
t h e p a c k in g p o r o s i t y o f l a r g e s h a k e n s t a c k s o f b a l l b e a r i n g s i s 0 3 6 34 (S c o t t a n d K i l g o u r , 19 6 9 ;
F i n n e y , 1 9 7 0 ) a n d s u c h a s s e mb l i e s a r e s a i d t o e x h ib i t r a n d o m c l o s e p a c k in g (S c o t t , 1 9 6 0 )
T h e s t u dy o f s u c h p hy s i c a l a s s em b l i e s i s e x t r e m e ly l a b o r i o u s M o r e o v e r t h e l im i t e d
m e a s u r i n g a c c u r a c y a n d s m a l l v a r i a ti o n s i n t h e s p h e r e di am e t e r s l e a d t o a p p r e c i a b l e
u n c e r t a i n ti e s i n t h e g e o m e t r y a n d r e l a t e d p r o p e r ti e s o f t h e p a c k i n g H e n c e a n u m b e r o f
a t t e m p t s h a v e b e e n m a d e t o g e n e r a t e r a n do m p a c k i n g s o f s ph e r e s w it h a c o m p u t e r T o d a y ,
s e v e r a l w i d e l y di f fe r e n t m o d e l s h a v e b e e n p r o p o s e d W e m a y d i s t i n g u i s h b e t w e e n t w o m a j o r
t y p e s : s e q u e n ti a l a dd iti o n a n d c o l l e c ti v e r e a r r a n g e m e n t .
2 3 1 2 S e q u e n ti a l A d di ti o n
T hi s m e tho d i s a l s o c a l l e d t h e c l u s t e r m o d e l A gg r e g a t e s o f s ph e r e s a r e c o n s t r u c t e d by
d e p o s i t i n g a dd i ti o n a l s p h e r e s , o n e a t a ti m e , a t s u r f a c e s i t e s o n a s m a l l s e e d c l u s t e r s u c h a s a
r h o m b o h e d r a l s e e d c l u s t e r
, p l a c in g e a c h n ew s p h e r e i n c o n t a c t w i t h t hr e e a lr e a dy p r e s e n t a n d
n o t m o v in g i t a ft e r w a r d T h e r e a r e s e v e r a l c r it e r i a i n wh i c h a n e w s i t e i s c h o s e n T h e s im p l e s t
a d di ti o n c r i t e r i o n i s t h a t o f B e n n e t t ( 1 9 72 ) , w h o s e g lo b a l c r i t e r i o n c h o o s e s t h e s i t e c l o s e s t t o
t h e c e n t e r o f t h e o r i g i n a l s e e d c l u s t e r , c o r r e s p o n di n g r o u g hl y t o t h e s i t e w i t h t h e l o w e s t e n e r g y
i n g r a v it a ti o n a l o r o t h e r l o n g - r a n g e p o t e n ti a l A s e c o n d l o c a l p r o c e du r e in w h i c h t h e d e e p e s t
s i t e i s c h o s e n f a v o r s s i t e s t h a t w o u l d b e m o s t s t r o n g ly b o u n d by a s h o r t - r a n g e p o t e n ti a l . T h e
g l o b a l c r i t e r i o n w a s u s e d i n d e p e n d e n t ly by A d a m s a n d M a t h e s o n (1 9 7 2 ) , e t c . A l t h o u g h s u c h
2 4
2 . 3 R a n d o m P a c k i n g s o f U n i f o r m Sp h e r e s
c o m p u t e d a s s e m b l i e s c a n b e g r o w n r a p i dl y , t h e y a r e r a d i a l ly in h o m o g e n e o u s T h e p a c k in g
p o r o s i t y i n v e r y s m a l l a s s e m bUe s o f r a di u s e q u a l t o 2 5 s p h e r e di am e t e r c o u l d b e a s lo w a s
0 33 a n d t h i s p o r o s it y r o s e t o 0 3 72 in t h e 5 4 0 2 s ph e r e s a s s e mb l y o f r a di u s e q u a l t o t e n s p h e r e
di a m e t e r s (B e n n e t t , 1 9 72 ) B e n n e t t f o u n d t h a t t h e p a c k i n g p o r o s it y o f a s p h e r i c a l a s s e m b ly
v a r i e d l in e a r l y w it h t h e r e c ip r o c a l o f t h e r a d i u s o f t h e a s s e m b ly , a n d p r e di c t e d t h a t t h e d e n s i ty
o f a n a s s e mb l y o f i n fi n i t e r a di u s w o u l d b e 0 3 9
Sa d o c e t a l ( 1 9 7 3 ) m o d i fi e d t h e s e q u e n t i a l s i t e fi l l in g m e t h o d b y p o s i t i o n in g n e w s p h e r e s in
t h e f o ll o w i n g w a y A c e n t r a l s ph e r e / i s c h o s e n , t o g e t h e r w i t h a n e i gh b o r i n g s e c o n d a r y s ph e r e
j A t h ir d s ph e r e k i s b r o u g ht i n t o c o n t a c t w it h b o t h / a n d j , a n d , r e t a in i n g c o n t a c t , i s r o t a t e d
r o u n d ij a x i s u n t i l i t c o n t a c t s a f o u r t h s p h e r e N e x t , a n o t h e r s e c o n d a r y s p h e r e i s c h o s e n (t h e
c e n t r a l s p h e r e r e m a i n in g u n c h a n g e d ) a n d t he p r o c e s s r e p e a t e d On l y w h e n n o fi i r t h e r a d di t i o n
c a n b e m a de i s a n e w c e n t r a l s p h e r e c h o s e n T h i s r e t e n t i o n o f t h e c e n t r a l s ph e r e e n s v i r e s t h e
c o n s t r u c t i o n a r o u n d t h e c e n t r a l s ph e r e o f f a c e - s h a r i n g t e t r a h e dr a . T h e r e s u lt in g u n i t s a r o u n d
e a c h c e n t r a l s ph e r e w i l l r e s e mb l e a n i c o s a h e dr o n , d i s t o r t e d s u c h t h a t t h e s u r f a c e p a r t i c l e s a r e
c o n d e n s e d t o w a r d s o n e s i d e o f t h e c e n t r a l s p h e r e T h o u gh t h e di s t o r t e d i c o s a h e d r a l s u b - u n i t s
w h i c h t he a l g o r i t h m p r o d u c e d w e r e t h e m s e l v e s d e n s e s t r u c t u r e (p o r o s it y ^ w 0 3 3 , F i n n e y ,
1 9 7 5 ) , t h e t o t a l a s s em b l y h a d a r e l a t i v e l y h i gh p o r o s i t y o f 0 4 8
F u r t h e r m o d i fi c a t i o n s a t t e m p t t o b u il d m o d e l s fr o m p l a n e s , i e , c lu s t e r s g r o w v e r t i c a l ly
(e g , M a t h e s o n , 1 9 7 4 ; B o n i s s e n t , 1 9 7 7 ) , r o l l in g o n c o n t a c t u n t i l th r e e s p h e r e s i n t o u c h a r e
f o u n d (V i s s c h e r a n d B o l s t e r l i , 1 9 7 2 ; J u l l i e n a n d M e a k i n , 1 9 8 6 ; e t c ) A l t h o u g h t h i s
p r o du c e s a h o m o g e n e o u s s t r u c t u r e , t h e p a c k i n g p o r o s it i e s a r e r e l a t i v e l y hi gh (t h e l o w e s t
p o r o s it y w a s 0 4 ) .
2 3 1 3 C o l l e c t i v e R e a r r a n g e m e n t
Se q u e n t i a l a d di t i o n p r o c e du r e s c a n p r o du c e d i f f e r e n t r a n do m s t r u c t u r e d e p e n di n g o n th e s i t e
c r i t e r i o n A l l
,
h o w e v e r , a r e r e l a t i v e l y l o o s e - p a c k e d s t r u c t u r e s t h a t f a i l t o s h o w t he s t r u c t u r a l
d et a i l s f o u n d i n m a n y p o r o u s m a t e r i a l s : t o r e p r o d u c e t h o s e , c o l l e c t i v e r e ar r a n g e m e n t i s
r e q u i r e d t o i n c r e a s e t h e d e n s i ty .
T h e s e c o l l e c t iv e m o v e m e n t s a r e e a s i ly m a d e o n l a b o r a t o r y m o d e l s by m e c h a n i c a l v i b r a t io n .
I t i s di f f i c u lt a n d v e ry e x p e n s i v e t o p r o g r am t h e c o m p u t e r t o m a k e th e m Se v e r a l a p p r o a c h e s
h a v e b e e n fo l l o w e d f o r R CP s t r u c t u r e s T he y a r e b r i e fl y s u m m a r i z e d b e l o w
2 5
2 . 3 R a n d o m P a c k i n g s o f U n i f o r m S p h e r e s
C o mp r e s s i o n of a h a r d - sp h e r e g a s m o d e l — I n t hi s ty p e o f m o d e l (M a s o n , 1 9 6 7 ; F in n e y ,
1 9 76 ; K o s k e n m a k i , 1 9 76 ) N p o s i t i o n s a r e c h o s e n a t r a n do m in a b o x (u s u a l ly s p h e r i c a l ) a n d
a s p h e r e a s s i g n e d t o e a c h p o i n t C h e c k s a r e m a d e t h a t n o t w o s p h e r e s o v e r l a p ; w h e n a n
o v e r l a p o c c u r s , t h e t w o s p h e r e s a r e m o v e d a p a r t a l o n g t h e i r l i n e s o f c e n t e r s u n t i l t he y j u s t
t o u c h (o v e r l a p s c r e a t e d t h e r e b y b e i n g i g n o r e d ) W h e n a l l o v e r l a p s h a v e b e e n c l e a r e d , t h e
s p h e r e r a di u s i s i n c r e a s e d a n d t h e o v e r la p - c l e a r a n c e p r o c e d u r e r e p e a t e d S e v e r a l s u c h 5 00 -
s p h e r e m o d e l s w e r e b u i h w i t h p o r o s i t y b e tw e e n 0 33 a n d 0 4 3
M o n t e C a r l o (M C) m o d e l — T hi s m e t ho d h a s b e e n w i d e l y u s e d t o s t u dy t he b e h a v i o r o f
l i q u i d s , s o l i d s a n d d e n s e g a s e s I n t h e s im p l e s t M C m e t ho d , s p h e r e s a r e a s s u m e d t o b e
p l a c e d r a n d o m l y o n e b y o n e t h r o u g h o u t t h e s p e c i fi e d sp a c e , r e j e c t i n g a n y l o c a t i o n w hi c h
c a u s e s o v e r l a p p i n g I n g e n e r a l , t hi s i s c u mb e r s o m e , p r o d u c i n g a l a r g e n u mb e r o f
u n s u c c e s s f u l t r i a l s w h e n t h e p a c k in g i s a l m o s t c o m p l e t e d u e t o o v e r l a p p i n g A c l a s s i c a l
a p p h c a t i o n , p i o n e e r e d by M e t r o p o l i s e t a l (1 9 5 3 ) , s t a r t s w i t h p l a c i n g s p h e r e s in a c u b i c a l c e l l
o n t h e s i t e s o f a b o d y - c e n t e r e d c u b i c l a t t i c e T h e c e l l i s s u r r o u n de d b y p e r i o d i c im a g e s o f i t s e lf
E a c h p a r t i c l e i s t h e n m o v e d r a n do m l y b y s o m e s m a l l am o u n t t o a n e w p o s i t i o n w h i c h i s
a c c e p t e d o r r e j e c t e d a c c o r di n g t o w h e t he r o r n o t s ph e r e s o v e r l a p P e r i o d i c b o u n d a r y
c o n d i t i o n s a r e im p o s e d t o s im u la t e a n in fi n it e s y s t em E q u i l ib r i u m i s a c h i e v e d a ft e r m o v in g
e a c h o f t h e p a r t i c l e s a s u f fi c i e n t n u mb e r o f t i m e s a n d t hi s i s c h e c k e d b y m e a s u r i n g t h e R D F
a n d c o m p a r in g it t o w e l l - e s t a b l i s h e d v a l u e s (H a n s e n a n d M c D o n a l d , 1 9 86 )
M a n y di f f e r e n t p a c k in g s t r u c t u r e s h a v e b e e n b u i lt b a s e d u p o n b o th t h e m o v i n g c r i t e r i o n a n d
t h e R D F c h o s e n (e g , B e r r y m a n , 1 9 8 3 ; A l l e n , 1 9 8 7 ; H a s s a n a n d H a s h , 1 9 9 3 ) I t h a s b e e n
s h o w n t h a t t he l im i t in g p a c k i n g p o r o s i t y o f M C m e t h o d s i s 0 3 5
M o l e c u la r dy n a m i c s (MD) m o d e l — L i k e M C m o d e l s , m o l e c u l a r dy n a m i c s m e t h o d s h a v e
b e e n p o p u l a r a p p r o a c h e s t o s i m u l a t e m o l e c u l a r a s s e mb l i e s I n a c o n v e n t i o n a l m o l e c u l a r
d y n a m i c s p r o c e d u r e , a s y s t em o f N p a r t i c l e s i s p l a c e d w i t h i n a c e l l o f fi x e d v o lu m e ,
fi e q u e n t l y c u b i c i n s h a p e w it h p e r i o d i c b o u n d a r y c o n di t i o n s T h e p a r ti c l e s a r e e a c h a s s i g n e d a
v e l o c it y a t r a n do m , e n s u r i n g t h e a v e r a g e k in e t i c e n e r g y c o r r e s p o n d s t o t h e r e q u i r e d
t e m p e r a t u r e T h e fo r c e s a c t i n g o n e a c h p a r t i c l e a r e c a l c u l a t e d a n d t h e p a r t i c l e s a l l o w e d t o
m o v e a c c o r di n g t o N ew t o n
'
s l a w s T he t e m p o r a l d e v e l o p m e n t o f t h e s y s t e m i s fo l l o w e d u n t i l
t h e a s s e m b ly h a s a p p a r e n t l y e q u il i b r a t e d O n c e e q xi il i b r i u m i s r e a c h e d , t h e s y s t e m i s a l l o w e d
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t o e v o lv e u n d i s t u r b e d
,
w i t h b o t h p o t e n t i a l a n d k i n e t i c e n e r g i e s fl u c t u a t i n g a r o v in d s t e a d y m e a n
v a l u e s
V a ri o u s t e c hn i q u e s in M D s im u l a t i o n s w it h di fi f e r e n t a s s u m p t i o n s a n d a p p r o x im a t i o n s ha v e
b e e n e x p lo r e d (e g . W o o d c o c k , 1 9 7 1 ; H a n s e n , 19 8 6 ; L u s t i g , 1 9 94 ) . T h e p a c k in g p o r o s i t y
f a l l s w i t hi n a p p r o x i m a t e ly t h e s a m e r a n g e a s t h a t fr o m M C s im u l a t i o n s T h e g r e a t a d v a n t a g e
o f M D m e t ho d s i s t o a l l o w t h e s t u d y o f t i m e - d e p e n d e n t p h e n o m e n a H o w e v e r , t h e
o v e r w h e l m i n g b u l k o f t h e c o m p u t i n g t i m e i s n e e d e d i n t h e c a l c u l a t i o n o f t h e p a i r f o r c e s
T h e r e f o r e
,
i f s t a t i c p r o p e r t i e s a l o n e a r e r e q u ir e d, t h e M C m e t h o ds a r e , c o m p a r a t i v e ly , o ft e n
m o r e u s e f u l .
T h e r e i s a g r e a t d i f fi c u lt y t h a t i s c o m m o n t o b o t h M C a n d M D m e t ho d s , t h a t i s , t h e fa c t
t h a t
,
o n a m a c r o s c o p i c s c a l e , t h e s i z e o f s am p l e t h a t c a n b e s t u d i e d e c o n o m i c a l ly i s e x t r em e l y
s m a l l T hi s i s b e c a u s e o f t h e w a y in w h i c h t h e p e ri o di c b o u n da r y c o n di t i o n w o r k s Wh e n a
p a r t i c l e s hi ft s t o r e du c e o v e r l a p s , t h e m o v e i s b a l a n c e d by p e ri o d i c a l l y r e p e a t e d im a g e
p a r ti c l e s I n o r d e r t o h a v e t he p r o g r a m c o n v e r g e , t h e s a m p l e s i z e h a s t o b e s t ri c t l y l im i t e d
C o mp r e h e n s i v e m o d e l s — T h e fo l l o w in g m o d e l s c o m b in e o n e o f t h e m e tho d s d e s c ri b e d
a b o v e w it h s o m e u n i q u e p r o c e du r e s t o c r e a t e R CP
Jo d r e y a n d T o r y ( 19 85 ) p r e s e n t e d a n a l g o ri th m w hi c h g e n e r a t e d R C P fr o m a r a n d o m
d i s t ri b u t i o n o f p o i n t s T h e m a i n f e a t u r e o f t h i s a p p r o a c h i s t h a t t h e d i a m e t e r s o f t h e s p h e r e s
c a n v e r y fr o m o n e s t e p t o a n o t h e r a c c o r d in g t o t h e c u r r e n t a r r a n g e m e n t o f t h e e n s e m b l e E a c h
s p h e r e h a s tw o d i f e r e n t di a m e t e r s , i n n e r a n d o u t e r . T h e ir m e r d i am e t e r i s s e t a ft e r e a c h
i t e r a t i o n t o t h e m i n im u m c e n t e r - t o - c e n t e r di s t a n c e b e t w e e n a n y t w o s p h e r e s a n d d e fi n e s t h e
t r u e p a c k i n g d e n s i t y T h e o u t e r di am e t e r ha s in i t i a l ly a r e l a t i v e ly l a r g e v a l u e g i v in g a p a c k i n g
fr a c t i o n e q u a l t o u n i t y t h e o u t e r s p h e r e s i n t e r s e c t e a c h o t h e r i n c o n t r a s t t o t h e in n e r o n e s
T hu s in e a c h it e r a t i o n t he w o r s t o v e ri a p b e tw e e n t h e o u t e r s p h e r e s i s e l im i n a t e d b y se p a r a t in g
t h e s p h e r e s u n t il t h e i r di s t a n c e r e a c h e s t h e o u t e r di am e t e r S i m u l t a n e o u s l y t h e o u t e r d i a m e t e r
i s s l i g ht l y r e du c e d u s i n g a c a l l e d c o n t r a c t io n r a t e x :
' " ■• " - • ■' - (D% . )
w h e r e
,
5 — (- l o g i o A r i ) ,
N — n u mb e r o f s ph e r e ,
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d ^' ^ — o u t e r di a m e t e r in t h e i - t h i t e r a t i o n
,
A r |
— d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e n o m i n a l a n d a c t u a l p a c k in g d e n s it i e s ,
T — c o n t r a c t i o n r a t e o f t h e o u t e r di am e t e r
T h e i n n e r a n d o u t e r di a m e t e r s a p p r o a c h e a c h o t h e r a n d t he i r c o in c i d e n c e t e r m i n a t e s t he
p r o c e d u r e T h e a l g o r i t hm h a n dl e d 10
^
s p h e r e s ; t h e p a c k i n g p o r o s i t y r a n g e d b e t w e e n 0 3 5 1
a n d 0 . 3 5 8
C l a r k e a n d W i l e y (19 8 7 ) i n c o r p o r a t e d th e c o m p r e s s io n o f a h a r d - s ph e r e e n s e m b l e a n d a
u n i q u e r e l a x a t i o n m e t h o d i n t o t h e ir a l g o r i t h m T h e p r o g r a m g e n e r a t e s a n i n i t i a l r a n d o m
p a c k i n g w i t h o v e r l a p s R e a r r a n g e m e n t i s t h e n p e r f o r m e d t o r e m o v e o v e r l a p s A s ph e r e i s
m o v e d a lo n g t h e v e c t o r s u m o f t h e o v e r l a p s T h e m o v e i s a c c e p t e d o r r e j e c t e d a c c o r d i n g t o
w h e t h e r t h e n e w m a x i m u m o v e r l a p is l e s s t h a n o r g r e a t e r t h a n t h e m a x i m u m o v e r l a p a m o n g a l l
t h e s p h e r e s T h e s p h e r e s a r e m o v e d in t h i s w a y u n t i l th e m a x im u m o v e r l a p dr o p s b e l o w s o m e
t o l e r a n c e (A t o l j ) T h e n a l l t h e r a d ii a r e in c r e a s e d b y s m a l l am o u n t w i t h o u t c h a n g i n g l o c a t i o n s
o f sp h e r e s T hi s p r o c e du r e (m o v e , in c r e a s e r a di i ) i s r e p e a t e d u n t i l f i n a l ly th e m a x im u m
o v e r l a p do e s n o t dr o p b e l o w A t o U T he n t h e r a d i i a r e d e c r e a s e d s lo w l y u n t i l t h e m a x im u m
o v e r l a p dr o p s b e l o w s o m e a c c e p t e d (s m a ll e r ) t o l e r a n c e (A t o l 2 ) , a n d t h e p r o g r a m s t o p s T h e
p r o g r a m w a s c a p a b l e o f h a n dl in g fr o m a p p r o x im a t e l y 1 0
^
t o l O
' *
s p h e r e s T h e p a c k i n g
p o r o s i t i e s o b t a i n e d w e r e fr o m 0 3 5 5 t o 0 3 6 3 de p e n di n g o n s a m p l e s i z e a n d t h e v a l u e s o f t h e
p r o g r a m c o n v e r g e n c e p a r a m e t e r s
M o s c i n s k i e t a l (1 9 8 9 ) d e v e l o p e d a R CP a l g o r it h m w hi c h w a s p a r t ly b a s e d o n Jo d r e y a n d
T o r y
'
s i n n e r a n d o u t e r di a m e t e r i d e a s a n d c o m b i n e d m e t h o d s fr o m m o l e c u l a r dj m a m i c s T h e
s t a r t in g c o n fi g u r a t i o n o f t h e a l g o r it h m i s a s e t o f r a n d o m ly d i s t r i b u t e d p o in t s w i t h in n e r a n d
o u t e r di a m e t e r s H o w e v e r , in t h e i r a p p r o a c h i n e a c h i t e r a t i o n a l l o f t h e s p h e r e s a r e m o v e d
s i m u l t a n e o u s l y i n di r e c t i o n d e t e r m i n e d b y a
" f o r c e
"
a c t i n g o n e a c h s p h e r e F o r e v e r y p a i r o f
i n t e r a c t i n g s ph e r e s t he in di v i du a l p a ir f o r c e i s p r o p o r t io n a l t o t h e a m o u n t o f t h e o v e r l a p U p t o
4 x 10
^
sph e r e s w e r e u s e d in t h i s m e t h o d T h e l im i t i n g p a c k i n g p o r o s i ty w a s 0 . 3 5 .
I n s u mm ar y , c o l l e c t i v e r e a r r a n g e m e n t m o d e l s s e e m t o c o n v er g e t o a u n i q u e s t r u c t u r e t h a t
a g r e e s w e l l w it h e x p e r im e n t a l s p h e r e p a c k in g s i n t e r m s o f p a c k i n g p o r o s i t y , m e a n
c o o r di n a t i o n n u m b e r a n d R D F T h e s t r u c t u r e p r o du c e d i s c l o s e r t o t h a t o f R CP . H o w e v e r ,
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2 . 3 R a n d o m P a c k i n g s o f U n i f o r m S p h e r e s
t h e r e i s a s e v e r e s a m p l e s i z e l im it a t i o n w i t h t h e c o l l e c t i v e r e a r r a n g em e n t m o d e l s C v i r r e n t
l im i t a t i o n f o r t h e s e m o d e l s i s a b o u t 1 0
"*
s p he r e s .
2 . 3 . 2 R a n d o m L o o s e P a c k i n g (R L P )
2 3 2 1 I n t r o d u c t io n
U n l i k e a R C P w h o s e s t r u c t u r e i s d e t e r m i n e d b y t h e a v a i l a b l e s p a c e in a l a t t i c e , in r a n d o m
l o o s e p a c k i n g , t he p a c k e d s t r u c t u r e i s de t e r m in e d by t he r e q u i r em e n t o f m e c h a n i c a l s t a b i li t y
(B e n y m a n , 1 9 8 3 ) T h e t e r m m e c h a n i c a l ly s t a b l e m e a n s t h a t t h e p a c k i n g o f s p h e r e s i s i n
s t a t i c e q u i l ib r i u m u n d e r a n e x i s t in g s e t o f e x t e rn a l ly a p p l i e d fo r c e s . I n t h e c a s e o f
m a c r o s c o p i c , s ph e ri c a l b a l l s p o u r e d i n a c o n t a i n e r , t he e x t e m a l f o r c e s a r e du e t o g r a v i t y a n d
th e r e a c t i o n f o r c e s o f t h e c o n t a in e r w a l l s R L P s w e r e fi r s t s t u di e d in d e t a i l by S c o t t (1 9 6 0 )
w i t h b a l l b e a r in g s p o u r e d i n t o ri g i d c o n t a in e r s H e a t t e m p t e d t o m o d e l R L P by t ip p in g a v e s s e l
c o n t a in i n g b a l l b e a r in g s , s lo w ly r o t a t in g i t t o i t s v e r t i c a l p o s i t i o n T h e r e s u lt in g p a c k i n g
p o r o s it y w a s 0 . 4 B e m a l a n d M a s o n ( 196 0 ) c o n s t r u c t e d a l o o s e r a n d o m p a c k i n g imb e d de d in
p a i n t u s i n g a s im i l a r s lo w r o l l in g m e t h o d t o S c o t t a n d f o u n d t h e p a c k i n g p o r o s i ty t o b e 0 4 a n d
t he m e a n c o o r di n a t i o n n u m b e r t o b e 5 5 L a t e r
,
O n o da a n d L i n i g e r ( 1 99 0 ) m o d e l e d r a n d o m
l o o s e p a c k i n g b y a l lo w i n g s p h e r e s t o g r a d u a l ly s e t t l e fi
-
o m a s u s p e n s io n i n n e a r z e r o - g r a v i t y
c o n di t i o n s , d e t e r m i n in g t h a t p a c k in g p o r o s i ty o f R L P w a s a s h i gh a s 0 4 4 5
T h e r e h a v e b e e n a f e w c o m p u t e r s im u l a t i o n s t h a t h a v e b e e n de v e l o p e d t o m o d e l R L P T o r y
e t a l (1 9 6 8) fi r s t in t r o d u c e d th e i d e a o f b ri dg i n g H e d e s c ri b e d b ri d g in g a s
'
t w o s p h e r e s
c o m in g t o g e th e r b e f o r e e i t h e r c a n s e t t le o n a s i t e
'
R e c e n t s t u di e s b y N o l a n a n d K a v a n a g h
(19 9 2 ) g a v e a m o r e c o m p l e t e d e fi n i t i o n o f b ri d g in g : a b ri dg e w a s fo r m e d w h e n t w o u n s t a b l e
s p h e r e s c o n t a c t e d a n d fo r m e d a s t a b l e s t r u c t i i r e . F i g u r e 2 14 s ho w s a n e x a m p l e o f b ri dg in g .
Th e y p r o p o s e d t h a t t h e c h a r ac t e ri s t i c s o f a r a n d o m p a c k i n g w e r e d e t e r m i n e d b y it s l o c a l
in t e r s t i c e s w hi c h w e r e d e fi n e d a s t h e u n o c c u p i e d s p a c e w h i c h Ue d w i t h i n o n e s ph e r e di a m e t e r
o f g i v e n p o i n t . A s th e m e a n i n t e r s t i c e v o l u m e d e c r e a s e d fi
-
o m a m a x im u m t o a m i n i m u m , t h e
l a t t i c e w a s t r a n s f o r m e d f r o m R L P t o R C P T h e y c l a im e d t h a t t h e s t r u c t u r a l m e c h a n i s m s t h a t
s h a p e d a l o c a l in t e r s t i c e w e r e a c o m b in a t i o n o f b ri d g in g a n d a n g u l a r s e p a r a t i o n o f c o n t a c t
sp h e r e s Ch a n g e s in a n g u l a r s e p a r a t i o n o f c o n t a c t i n g s ph e r e s a f f e c t e d t he s h a p e a
n d v o l u m e o f
t h e l o c a l in t e r s t i c e s w h i c h in t u rn v a ri e d t h e p a ck i n g p o r o s i ty .
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2 . 3 R a n d o m P a c k i n g s o f U n i f o r m Sp h e r e s
F ig u r e 2 14 F o rm a t io n o f b ri dg in g s t r u c t u r e s
I n s u mm a r y , u n l ik e R C P w h i c h h a s b e e n m o de l e d e x p e ri m e n t a ll y , t h e o r e t i c a l l y a n d by
c o m p u t e r s i m u l a t i o n a n d w h o s e p a c k i n g p o r o s i t y , m e a n c o o r d in a t i o n n u m b e r a n d R D F h a v e
b e e n a c c u r a t e ly d e s c ri b e d , t h e o n ly a c c u r a t e d a t a w hi c h h a v e b e e n fo u n d f o r R L P a r e t h e
p a c k in g p o r o s i t i e s R L P s t r u c t u r e s a n d o t he r p a r a m e t e r s d e s c ri b in g t h e l o o s e p a c k i n g n e e d t o
b e a c c u r a t e l y m e a s u r e d a n d d e fi n e d I n t h e d i s c u s s i o n b e lo w , t w o o ri g in a l t y p e s o f R L P
m o d e l s a r e r e v i e w e d . T h e y a r e in d i v i d u a l r e l a x a t i o n m o d e l s a n d c o l l e c t i v e r e l a x a t i o n m o de l s ,
r e s p e c t i v e ly
2 3 2 1 I n d i v i du a l R e l a x a t i o n M o d e l s
I n t h e s e m o d e l s l o o s e p a c k in g s a r e s im u l a t e d b y s e q u e n t i a l ly d r o p p in g a n d r o ll i n g s p h e r e s
o n t o t h e d e p o s i t u n t i l a s t a b l e s i t e i s f o u n d O n c e t h e a d di ti o n o f o n e p a r t i c l e i s c o m p l e t e , n o
f u r t h e r m o t i o n o f t h e p a r t i c l e i s a l l o w e d T o r y e t a l ( 1 9 6 8 ) a n d V i s s c h e r a n d B o l s t e ri i (1 9 7 2 )
p r o d u c e d h o m o g e n e o u s p a c k i n g s w i t h p o r o s it y 0 4 18 P o w e l l ( 1 9 80 ) i n c r e a s e d t h e p a c k i n g
p o r o s i ty t o 0 4 2 T he g r e a t a dv a n t a g e o f t h i s m e th o d i s t h a t , i t i s c a p a b l e o f h a n d l in g l a r g e
-
s c a l e s im u l a t i o n (i n J u U i e n a n d M e a k i n s
'
w o r k ( 198 7 ) , a bo u t 4 x 1 0 p a r t i c l e s w e r e u s e d) s o
t h a t s y s t e m a t i c u n c e r t a in t i e s du e t o fi n i t e - s i z e e f f e c t s b e c o m e n e g l i g i b l e H o w e v e r , s in c e t h e
c ri t e ri o n i s t o fi n d a s t a b l e s i t e w it h a lo c a l m i n i m u m o f p o t e n t i a l e n e r g y , t h e a l g o ri t hm s c a n
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2 . 3 R a n d o m P a c k i n g s o f U n i f o r m S p h e r e s
h a r d ly i n c r e a s e o r de c r e a s e p a c k in g p o r o s i t y A u n i q u e v a l u e o f p o r o s it y i s u s u a ll y o b t a i n e d
u s in g th i s m e t h o d .
2 . 3 . 2 . 2 C o ll e c t iv e R e l a x a t i o n M o d e l s
I n t h i s t y p e o f m o d e l , a s i m u l a t i o n u s u a l l y s t a r t s w it h a n i n i t i a l o v e r l a p - fr e e p a c k in g b u i lt u p
b y in d iv i d u a l r e l a x a t i o n m e t h o d T h i s i n it i a l p a c k i n g i s t h e n g r a d u a l ly t r a n s f o r m e d in t o a n o t h e r
s t a b l e a n d o v e r l a p - fr e e l a t t i c e b y a c o o p e r a t i v e r e o r g a n i z a t i o n p r o c e s s in w h i c h b r i d g e s a n d
a r c h e s a r e f o r m e d S o p p e (19 9 0 ) g e n e r a t e d a R L P b y in d iv i d u a l r e l a x a t i o n m e t h o d , f o l l o w e d
b y a c o m p r e s s i o n p r o c e s s by m e a n s o f M o n t e C a r l o s im u l a t i o n A s in g l e p o r o s i t y v a l u e o f
0
.
4 0 3 w a s o b t a i n e d B a r k e r a n d M e h t a ( 199 2 ) i n c o r p o r a t e d v i b r a t i o n in t o t h e c o l l e c t i v e
p r o c e s s T hr e e s t e p s a r e i n v o lv e d I n t h e fi r s t s t e p , a r a n do m v e r t i c a l e x p a n s i o n o f t h e N -
s p h e r e p a c k i n g i s p e r f o r m e d , a c c o m p a n i e d b y r a n d o m , h o r i z o n t a l s hi ft s o f t h e s ph e r e
p o s it io n s T h e e x p a n s i o n i s c o n t r o l l e d by t h e p a r a m e t e r o f v i b r a t i o n in t e n s i t y , a n d i t i s
a s s u m e d t h a t t h e fr e e do m o f m o t i o n o f t he p a r t i c l e s in t h e i n t e r i o r o f t h e p a c k i n g i n c r e a s e s w i t h
t h e a p p l i e d v i b r a t i o n in t e n s i t y I n t h e s e c o n d s t e p , t h e w h o l e s y s t e m i s c o m p r e s s e d b y t h e
M o n t e C a r l o p r o c e du r e d e s c r i b e d a b o v e F i n a l ly , t h e s p he r e p a c k i n g i s s t a b il i z e d Sp h e r e s
m a y r o l l o v e r a n d r e s t o n a n y o t he r s ph e r e in t h e a s s e mb ly T hi s in c l u d e s t h o s e s p h e r e s t h a t a r e
s t i l l t o b e s t a b iUz e d a n d t h a t m a y , i n t u r n , u n de r g o f u r t h e r r o l l s a n d f a l l s I n t hi s w a y ,
t o u c hi n g p a r t i c l e s c a n b e c o n t i n u a l ly m o v e d u n t i l fi i r t h e r r o l l in g i s im p o s s i b l e F o r s im u la t io n s
w i t h N « 13 0 0 , a r a n g e o f p a c k i n g p o r o s i t i e s fr o m (j) = 0 4 02 t o (|) = 0 4 5 w i t h m e a n
c o o r di n a t i o n n u m b e r fr o m 4 6 2 t o 4 4 9 w a s o b t a in e d d e p e n d in g o n t h e s p e c i fi e d v i b r a t io n
in t e n s ity . I n N o l a n a n d K a v a n a gh
'
s a l g o r i t h m (19 9 2 ) , t h e g a s c o m p r e s s i o n p r i n c ip l e w a s
a p p Ue d , i n w h i c h a r a n g e o f p a c k in g p o r o s i t i e s w a s g e n e r a t e d by a n i t e r a t i v e p r o c e s s o f
m o v in g a n d v a r y i n g th e r a di u s o f t he s p h e r e s D e c r e a s in g t he r a d i u s p r o d u c e d a n e w p a c k in g
w i t h a hi gh e r p a c k i n g p o r o s i t y , a n d c o n v e r s e l y , i n c r e a s in g t h e r a d i u s r e d u c e d t h e p a c k i n g
p o r o s it y T h e i r s im u l a t i o n p r o v i de d t h a t t h e fi n a l p a c k in g p o r o s i t y r a n g e d fr o m 0 3 62 t o 0 4 9 1 ,
a n d t he m e a n c o o r di n a t i o n n u m b e r v a r i e d fr o m 5 . 9 t o 4 . 4 a s t h e s t r u c t u r e c h a n g e d fr o m R CP
t o R L R
T h e o b v i o u s b en e fi t o f t h e c o ll e c t i v e r e l a x a t i o n m o d e l s i s t h e c o n t r o l l a bl e p a c k in g p o r o s i t y
a n d b u i l di n g u p o f b r i dg e s , w h i c h i s im p o s s ib l e by th e i n di v i d u a l r e l a x a t i o n p r o c e s s e s T h e
t r a d e o f f i s , h o w e v e r , t h e c o m p l e x c o m p u t a t i o n s t e p s n e e d e d . N o s im u l a t i o n , s o fa r , ha s
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2 . 3 R a n d o m P a c k i n g s o f U n i f o r m Sp h e r e s
b e e n c a r r i e d o u t w i t h m o r e t h a n 1 0 s ph e r e s H e n c e , p o o r s t a t i s t i c s a r e s i g n i f i c a n t e v e n w h e n
p e ri o di c a l b o u n d a r y c o n d i t i o n s a r e im p o s e d
2 . 4 R a n d o m P a c k i n g s o f Sp h e r e s w i t h C o n t i n u o u s S i z e D i s t r i b u t i o n s
R a n do m p a c k i n g s o f d if f e r e n t l y s i z e d s p h e r e s h a v e n o t b e e n a s i n t e n s i v e l y a n d e x t e n s i v e ly
s t u d i e d a s h a v e r a n do m p a c k i n g s o f u n i f o r m s ph e r e s I t i s g e n e r a l l y b e l i e v e d t h a t d i s t ri b u t i o n s
w i t h a r a n g e o f p a r t i c l e s i z e s h a v e m o r e c o m p l e x m e c h a n i s m s , w hi c h d e t e r m i n e t h e l a t t i c e
s t r u c t u r e T h e a n a ly s i s o f t h e s e m e c h a n i s m s h a s b e e n r e s t ri c t e d p ri m a ri ly t o t w o c o m p o n e n t
m i x t u r e s F o r b i n a r y s y s t e m s , F r a s e r ( 19 3 5 ) p r o p o s e d a t h e o r y o f s y s t e m a t i c p a c k i n g w h i c h
c o u l d b e e x p l a i n e d i n t e r m s o f t w o s i z e r a t i o s , c a l l e d t h e c r i t i c a l v a l u e s o f e n t r a n c e a n d
r e p l a c e m e n t W h e n t h e s i z e r a t i o o f t h e t w o c o m p o n e n t s in t h e m i x t u r e w a s g r e a t e r t ha n th e
c ri t i c a l v a l u e o f r e p l a c e m e n t , t he i n t r o d u c t io n o f d i f fe r e n t s i z e s in t o t h e p a c k i n g d i d n o t a f f e c t
t he o v e r a l l s t r u c t u r e a n d p a c k in g p o r o s i t y Y u a n d S t a n d i s h (19 8 8 ) c a l c u l a t e d th i s v a l u e
t he o r e t i c a l ly t o b e 0 7 4 1 Wh e n t he s i z e r a t i o w a s l e s s t h a n t h e c ri t i c a l v a l u e o f e n t r a n c e , t h e
l a t t i c e w a s c o n t r o ll e d by l a r g e r p a r t i c l e s , w hi c h fo r m e d t h e i n f r a s t r u c t u r e w h i l e t h e s m a ll e r
p a r t i c l e s f o r m e d t h e m i c r o s t r u c t u r e w it hi n t h e p o r e s c r e a t e d by t h e l a r g e r p a r t i c l e s F r a s e r
(1 93 5 ) de t e r m i n e d t h a t t he c ri t i c a l v a l u e o f e n t r a n c e f o r s y s t em a t i c r h o m b o h e d r a l p a c k i n g
(Sc h e m e 3 a n d Sc h e m e 6 ) w a s 0 154 w hi c h w a s e x p e ri m e n t a l l y c o n fi r m e d b y M c G e a r y ( 19 6 1 )
u s in g l a b o r a t o r y b u i lt R C P s F o r s i z e r a t i o s b e t w e e n t h e s e t w o v a l u e s , t h e s m a l l e r p a r ti c l e s
c o u l d n o t g e t in t o t h e v o id s c r e a t e d by t h e l a r g e r p a r t i c l e s a n d c o n s e q u e n t ly t h e l a t t i c e s t r u c t u r e
u n d e r w e n t s ig n i f i c a n t c h a n g e Y u a n d St a n di s h ( 19 8 8 ) in t r o du c e d t he c o n c e p t o f a fi l l in g
m e c h a n i s m a n d o c c u p a t i o n a l m e c h a n i s m t o d e s c ri b e t h e t w o w a y s t h a t p a r t i c l e s w e r e
in c o r p o r a t e d in t o t h e l a t t i c e T h e fi l l in g m e c ha n i s m e x i s t e d fo r s i z e r a t i o s l e s s t h a n t h e c ri t i c a l
v al u e o f en t r a n c e a n d t h e o c c u p a t io n a l m e c h a n i s m e x i s t e d f o r s i z e r a t io s g r e a t e r t h a n t he
c ri t i c a l v a lu e o f e n t r a n c e S i m i l a r s t r u c t u r a l m e c h a n i s m s i n s y s t e m s w i t h m o r e t h a n t w o
c o m p o n e n t s h a v e n o t b e e n i n v e s t i g a t e d .
R e s e a r c h t o d a t e o n p a c k in g s w it h c o n t i n u o u s s iz e di s t ri b u t i o n s h a s c o n c e n t r a t e d o n
m e a s u r in g t h e p a c k in g p o r o s i t y o f R C P a n d R L P D e x t e r a n d T a n n e r ( 19 7 2 ) i n v e s t i g a t e d R L P
u s i n g m i x t u r e s o f t h i r t e e n di f e r e n t s i z e s o f b a l l b e a r i n g s t o s i m u l a t e t h e l o g
- n o r m a l
di s t ri b u t i o n s T h e y fo u n d th a t a s t h e s t a n da r d d e v i a t i o n o f t he d i s t ri b u t i o n in c r e a s e d , t he
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2 . 4 R a n d o m P a c k i n g s o f Sp h e r e s w i t h C o n t i n u o u s S i z e D i s t ri b u ti o n s
p a c k in g p o r o s i t y d e c r e a s e d So h n a n d M o r e l a n d (19 6 8 ) e x p e ri m e n t e d o n m u l t i - p a r t i c l e
s y s t e m s o f s a n d T h e p a c k i n g p o r o s i t y f o r R CP w a s f o u n d t o b e a f u n c t i o n o f b o t h t h e p a r t i c le
s h a p e a n d th e s t a n d a r d d e v i a t i o n W a ke m a n (19 7 5 ) m e a s u r e d t h e p a c k in g p o r o s i t y fo r b o t h t h e
R CP a n d R L P s t a t e s u s i n g l o g - n o r m a l d i s t ri b u t i o n s o f s p h e ri c a l p a r t i c l e s H e f o u n d t h a t f o r
R C P
,
t h e p a c k i n g de n s i t y w hi c h w a s o n e m i n u s t h e p a c k i n g p o r o s it y w a s in v e r s e l y
p r o p o r t i o n a l t o t h e g e o m e t ri c s t a n d a r d d e v i a t i o n F o r R L P , t h e p a c k i n g p o r o s i ty w a s n o t
c ri t i c a l l y d e p e n d e n t o n t h e p a r t ic l e s iz e r a n g e b u t d e c r e a s e d a s s t a n d a r d d e v i a t io n in c r e a s e d .
B a s e d u p o n s t a ti s t i c a l m e c h a n i c s , t h e o r e ti c a l m o d e l s f o r l o g - n o r m a l s iz e di s t ri b u ti o n s h a v e
b e e n d e v e l o p e d t o p r e di c t p a c k i n g p o r o s iti e s B i e r w a g e n a n d S a u n de r s ( 1 9 74 ) m o d i fi e d t h e
s im p l e l i n e a r m o d e l (W e s tm a n a n d H u g il l , 1 9 3 0 ) u s e d t o p r e di c t t h e p o r o s i t y o f t w o s i z e
m i x t u r e s (b i n a r y m i x t u r e s ) t o e s ti m a t e p a c k i n g p o r o s iti e s f o r l o g - n o r m a l s i z e d i s t ri b u ti o n .
O u c hi y am a a n d T a n a k a ( 19 8 1 ) p r o p o s e d a s o - c a l l e d s i m p l i fi e d p a c k i n g m o d e l f o r v a ri o u s l y
s i z e d s p h e r e s b a s e d o n t h e a n a ly s i s o f t h e m u t u a l e f f e c t s o f t w o s iz e o f p a r ti c le s Y u a n d
St a n di s h (19 8 7 , 1 9 8 8 ) d i r e c ti y in t r o du c e d t he e x p e r im e n t a l r e s u l t s o f b i n a r y m i x t u r e s i n t o t h e
l i n e a r a n a l y ti c a l m o d e l f o r b o t h t h e G a u s s i a n s i z e d i s t ri b u ti o n a n d l o g - n o r m a l s i z e d i s t ri b u ti o n
A l l t he s e t h e o r e ti c a l p r e di c ti o n s h a v e c o n c e n t r a t e d o n t h e R C P s t a t e a n d t h e i r r e s u l t s h a v e b e e n
g e n e r a l l y i n g o o d a g r e e m e n t w it h e a c h o t h e r a n d t h e e x p e ri m e n t a l r e s e a r c h H o w e v e r , s in c e
t h e s e m o d e l s b a s e t h em s e l v e s o n di f f e r e n t a s s u m p ti o n s o r g e o m e t ri c u n i t , t h e y a r e e s s e n ti a l ly
e m p i ri c a l a n d t h e r e i s n o g u a r a n t e e t h a t t he a b s o l u t e v a l u e s o f t h e c a l c u l a t e d p o r o s iti e s w o u l d
c l o s e ly c o r r e s p o n d t o t h e a c t u a l v a l u e s A c o m p r e h e n s i v e a n d in c l u s i v e t h e o r y o f t h e r a n do m
p a c k i n g o f p a r ti c u l a t e m i x t u r e s i s r e q u i r e d in o r de r t o u n de r s t a n d t h e lim i t a ti o n s o f t h e s e
m o d e l s a n d a s s i s t in d e v e l o p i n g t h e o r e ti c a l p r e d ic ti o n m o d e l s (Y u a n d St a n d i s h , 1 9 8 8 )
I n c o n t r a s t
,
t h e f e w a t t e m p t s t o s i m u l a t e p a c k i n g s w i t h l o g - n o r m a l d i s t ri b u ti o n s u s in g
c o m p u t e r m o d e l s h a v e m e t w i t h l im i t e d s u c c e s s T h e R L P s t a t e w a s s im u l a t e d b y P o w e l l
( 1 9 8 0) u s i n g t h e i n di v i d u a l r e l a x a ti o n a p p r o a c h , b u t t h e p a c k i n g p o r o s i t y w a s f o u n d t o b e
r e l a ti v e ly i n s e n s i ti v e t o t h e g e o m e t ri c s t a n d a r d d e v i a ti o n o f t h e lo g
- n o r m a l d i s t ri b u ti o n
K o n a k a w a a n d I s h i z a k i (1 9 9 0 ) s i m u l a t e d t h e R C P s t a t e b y t h e s e q u e n ti a l a d di ti o n m e t h o d ,
s t a r ti n g w i t h a sm a l l c l u s t e r s e e d B u t t h e m i n im u m p a c k i n g p o r o s i t y o b t a i n e d w a s 0 4 2 a t t h e
g e o m e t ri c s t a n d a r d d e v i a ti o n v a l u e G g
= 1 7 , w hi c h w a s s i gn i fi c a n t l y l e s s t h an e x p e ri m e n t a l
v a l u e s S o p p e (19 9 0 ) d e v e l o p e d a n a l g o ri t h m t o s im u l a t e R L P b a s e d u p o n s e q u e n ti a l r a n d o m
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2 . 4 R a n d o m P a c k i n g s o f S p h e r e s w i t h C o n t i n u o u s S i z e D i s t r i b u t i o n s
d e p o s it i o n f o l l o w e d b y c o m p r e s s i o n u s in g M o n t e C a r l o p r o c e d u r e H i s r e s u lt s s ho w e d t h a t t h e
p a c k i n g p o r o s i t y r e m a i n e d a p p r o x im a t e ly t h e s a m e ((j) « 0 4 ) w h e n t he s t a n d a r d d e v i a t i o n a
w a s l e s s t h a n 0 . 1 a n d in c r e a s e d a p p r e c i a bl y ((|) « 0 3 6 5 ) fo r a u p t o 0 5
N o l a n a n d K a v a n a g h (19 9 3 ) c o mb i n e d th e in d i v i d u a l r e l a x a t i o n t e c hn i q u e w it h t he
c o m p r e s s e d g a s m o d e l in t h e i r a l g o r i t hm , w h i c h p r o du c e d r a n d o m l y p a c k e d l a t t ic e s c o n s i s t i n g
o f s p h e r e s w h o s e s i z e s o b e y e d l o g - n o r m a l s i z e d i s t r i b u t io n s w it h s t a n d a r d d e v i a t i o n s i n r a n g e
o f 0 t o 0 . 8 4 T h e y f o u n d t h a t t h e p a c k in g p o r o s i t y f o r b o t h R C P a n d R L P d e c r e a s e d a s t h e
s t a n d a r d d e v i a t i o n o f t h e d i s t r i b u t io n in c r e a s e d T h e s t r u c t u r e o f t h e l a t t i c e w a s do m in a t e d b y
t h e o c c u p a t i o n a l m e c h a n i s m f o r s t a n d a r d d e v i a t i o n l e s s t h a n 0 1 (t h e m e a n w a s 5 0 ) b u t a s t h e
r a n g e o f s p h e r e s iz e s in c r e a s e d , t h e fi l l i n g m e c ha n i s m p r o g r e s s iv e l y b e c a m e m o r e s i g n i fi c a n t
a n d b e c a m e t h e do m i n a n t m e c h a n i s m fo r s t a n da r d d e v i a t i o n g r e a t e r t h a n 0 6 2 H o w e v e r , d u e
t o t h e s m a l l s im u l a t i o n s iz e s (a t a = 0 , t h e s p h e r e p o p u l a t i o n r a n g e d fi
-
o m 150 0 t o 1 8 5 0 ,
c o r r e s p o n di n g t o R L P s t a t e s a n d R CP s t a t e s , r e s p e c t i v e ly ) , t h e i r r e s u lt s s ho w e d g r e a t
s t a t i s t i c a l v a r i a t i o n s A t t h e s am e p a c k in g p o r o s i t y v a l u e o f 0 3 7 w it h t h e s a m e s t a n d a r d
d e v i a t i o n o f 0 2 , t h e m e a n c o o r d in a t i o n n u m b e r r a n g e d fr o m 4 5 t o 6 . 0
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3 D E V E L O P ME N T O F R A N D O M PA C K I N G M O D E L S
3 . 1 I n t r o d u c t i o n
M a n y t y p e s o f p o r o u s m e di a m a y b e i de a l i z e d a s a s s em b l i e s o f sp h e r i c a l p a r t i c l e s w i t h
c o n t i n u o u s p a r t i c l e s iz e di s t r ib u t i o n s (F r a s e r , 1 9 3 5 ; B e a r , 1 9 7 2 ; d e M a r s i l y , 1 9 8 6 ) .
B a s i c a l l y c o m p o s e d o f a h o m o g e n e o u s (o r h e t e r o g e n e o u s ) s y s t e m o f s o h d s a n d p o r e s , p a c k e d
m e d i a c a n b e fo u n d in s u c h d i v e r s e fi e l d s a s p hy s i c s , c h e m i s t r y , g e o lo g y a n d t h e e n g i n e e r in g
d i s c i p l i n e s , a s d e t a i l e d i n t h e p r e v i o u s c h a p t e r s W e a r e p a r t i c u l a r l y c o n c e r n e d w i t h tho s e
a s p e c t s t h a t a r e r e l e v a n t in g r o u n dw a t e r e n g in e e r in g a p p li c a t i o n s , s i n c e a k n o w l e dg e o f t he
p o r e s t r u c t u r e i s a b a s i c r e q u i r e m e n t i n t h e d e fi n it i o n a n d e s t im a t i o n o f m e d i u m p r o p e r t i e s a n d ,
t h e r e f o r e , fl u i d t r a n s p o r t p r o p e r t i e s T r a di t i o n a l t h e o r y o f fl u i d m e c h a n i c s i n p o r o u s m e di a
d e s c r i b e s ph e n o m e n a v i a v o l u m e - a v e r a g e d d i f fe r e n t i a l e q u a t i o n s F r o m t hi s m a c r o s c o p i c
p e r s p e c t i v e , t h e v a l u e s o f v a r i a b l e s a t a n y g iv e n p o i n t r e p r e s e n t a n a v e r a g e , i n t e g r a t e d o v e r
s o m e r e p r e s e n t a t i v e e l e m e n t a r y v o l u m e (R E V ) a s i l l u s t r a t e d by F i g u r e 3 1 w h i c h i s u s u a l ly
m u c h l a r g e r t h a n t h e g r a i n o r p o r e s i z e T h i s v o lu m e a v e r a g i n g a p p r o a c h a c hi e v e s c o n t i n u i t y
o f t h e s y s t e m p a r a m e t e r s D i f fe r e n t i a l e q u a t io n s d e s c r i b in g p r o c e s s e s in p o r o u s m e d i a r e s u l t .
I t h a s b e e n e s t i m a t e d t h a t f o r s o m e m u lt ip h a s e sy s t e m s , t h e R E V m a y c o n t a i n 1 0
^
t o l O
'
p a r t i c l e s (M a y e r a n d M i ll e r , 1 9 9 2 ) C u r r e n t p a c k i n g m o d e l s c a n n o t p r a c ti c a l ly s i m u l a t e
p a c k in g s o f t hi s s iz e A s a r e s u l t , w e h a v e d e v e l o p e d a r a n d o m p a c k i n g m o d e l t h at c a n n o t
o n l y h a n d l e s u c h a l a r g e p r o b l e m b u t a l s o h a s t he f o l l o w in g v a l u a b l e fe a t u r e s :
1 c a n g e n e r a t e a r a n do m p a c k i n g f o r a u s e r - s p e c i fi e d p o r o s i t y w i t h in r e a s o n a b l e l i m i t s ;
2 c a n h a n dl e a n y c o n t i n u o u s p a r ti c l e s i z e d i s t r i b u ti o n e n c o u n t e r e d i n p o r o u s m e d i a r e s e a r c h ;
a n d
3 c a n g e n e r a t e a s p a ti a ll y c o r r e l a t e d r a n do m p a c k in g
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•
3 . 1 I n t r o d u c t i o n
D o m a i n o f
m ic r o s c o p i c
D o m a i n o f
p o r o u s
m e d i a
R E V
I n h o m o g e n e o u s
m e d i a
- — ■ H o m o g e n e o u s
^ m e d i a
V o l u m e
F i g u r e 3 1 D e f i n i t i o n o f t h e R E V , w h e r e P i s a c e r t a in p r o p e r t y , s u c h a s p o r o s it y
o r p e r m e a b iUt y T h e R E V i s g e n e r a l l y l i n k e d t o t h e e x i s t e n c e o f a fl a t t e n i n g
o f t he c u r v e t h a t c o n n e c t s t h e P a n d t h e v o l u m e
T h e s e f e a t u r e s m a k e o u r p a c k i n g m o d e l u n i q u e T h e c o l l e c t i v e r e a r r a n g e m e n t m o d e l (o r t h e
c o l l e c t i v e r e l a x a t i o n m o de l ) c a n s im u l a t e t h e c l o s e s t p a c k i n g , b u t t he s i m u l a t i o n s i z e i s s t r i c t l y
l im it e d t o l e s s t ha n 1 0
' *
p a r t i c l e s T h e s e q u e n t i a l p r o c e s s (t h e s e q u e n t i a l a d d it io n o r t h e
i n di v i d u a l r e l a x a t i o n m o d e l ) c a n b e u s e d t o p a c k a l a r g e n u mb e r o f p a r t i c l e s b u t t h e r e i s n o w a y
t o c o n t r o l p o r o s it y o r t o b u i l d a r a n d o m p a c k in g w i t h s p a t i a l c o r r e l a t i o n T h e l a t e s t p u b l i s h e d
m o d e l s c o mb i n e t h e s e t w o a p p r o a c h e s t o a c hi e v e l a r g e r p a c k i n g s H o w e v e r , w e h a v e n o t
f o u n d a n y a l g o r i t h m s t h a t b o t h h a n d l e t h e s e m a n y p a r ti c l e s a n d a l l o w u s e r c o n t r o l o f p o r o s it y ,
p a r t i c l e s i z e d i s t r i b u t i o n a n d s p a t i a l c o r r e l a t i o n
T h e u n i q u e a lg o r i t h m d e v e l o p e d f o r t h i s r a n d o m p a c k in g m o de l i s s u mm a r i z e d b e l o w
3 . 2 O v e r a l l S t r u c t u r e o f t h e P a c k i n g A l g o r i t h m
F ig u r e 3 2 s h o w s t h e m a j o r c o m p o n e n t s o f t h e a l g o r it hm I t s t a r t s b y r e a din g i n u s e r - d e fi n e d
p a r a m e t e r s s u c h as a n in i t i a l do m ai n s i z e , i n i t i a l p a c k i n g p o r o s it y , a n d p a r t i c l e s i z e
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#
3 . 2 O v e r a l l S t r u c t u r e o f t h e P a c k i n g A l g o r i t h m
• P a r a m e t e r i n p u t
• Ge n e r a t i o n o f a n i n i t i a l
p a c k i n g w i t h o v e r la p s
D o m a i n d i s c r e t i z a t i o n
Sp h e r e r e a r r a n g e m e n t
D a t a o u t p u t
F i g u r e 3 2 G e n e r a l fl o w c h a r t o f t h e p r o g r a m
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3 . 2 O v e r a l l S t r u c t u r e o f t h e P a c k i n g A l g o r i t h m
di s t ri b u t i o n . T h e s e c o n d c o m p o n e n t i s t h e g e n e r a t i o n o f t he i n i t i a l r a n d o m p a c k i n g b y d e fi n i n g
r a n do m l o c a t i o n s a n d r a d i i
,
a l l o w in g o v e r l a p s T h e t hi r d s t e p i s a d i s c r e t i z a t i o n o f t h e d o m a in
in t o c u b i c c e l l s
,
e a c h s p h e r e g e n e r a t e d in t h e p r e v i o u s s t e p b e i n g a s s i g n e d t o t h e c e l l s
c o n t a i n in g i t s c e n t e r T h e f o u r t h c o m p o n e n t i s t h e c e n t r a l p a r t o f t h e a l g o ri t h m i n w h i c h
s p h e r e s a r e r e a r r a n g e d s e q u e n t i a l ly u n t i l a n o v e r l a p - f r e e a n d s t a b l e c o n fi g u r a t i o n i s o b t a i n e d
T h e fi ft h a n d l a s t c o m p o n e n t i s t o c o m p u t e t h e fi n a l p a c k i n g p o r o s i ty a n d t o o u t p u t t h e p a c k i n g
d a t a i n c l u d in g b o t h t h e c o o r di n a t e s a n d r a d i u s o f e a c h s ph e r e .
D e t a il e d d e s c ri p t i o n o f e a c h c o m p o n e n t i s g i v e n in t h e f o ll o w i n g s e c t i o n s
3 . 3 P a r a m e t e r I n p u t
A s s t a t e d a b o v e , a n y p a r t i c l e s i z e di s t ri b u t i o n c a n b e u s e d in t hi s p r o g r a m , b u t i t i s c u r r e n t ly
s e t u p t o h a n d l e a l o g - n o r m a l di s t ri b u t i o n , g i v e n b y
f (r ) = _ ^ - e ' (^ ^ - ^ ^ o f ' 2 o ^ (r > 0 )
w h e r e r i s t h e r a di u s o f a s p h e r e , a i s t h e s t a n da r d d e v i a t i o n a n d ln r „ i s t h e m e a n o f t h e n o r m a l
d i s t ri b u t i o n I n o r d e r t o di s a l l o w u n r e a s o n a b l y l a r g e a n d s m al l v a lu e s f o r p a r t i c l e r a d i i , t he
d i s t ri b u t i o n i s c l i p p e d t o f a ll w it h i n t h e 9 9% c o n fi d e n c e i n t e r v a l (C u n n i n gh a m , 1 96 8 ) , w hi c h
m e a n s t h a t u p p e r a n d l o w e r 0 5% o f t h e n o r m a l d is t r i bu t i o n o f In r a r e c u t o f f T h e p a r am e t e r s
o f t h i s di s t ri b u t i o n a n d o t h e r i n p u t p a r am e t e r s , t o b e d e s c ri b e d a r e s h o w n i n T a b l e 3 1
T h e p a r a m e t e r r e i s c u t o f f v a l u e o f r a d i u s r , w h e r e , a s r > r ^ , t h e s p h e r e i s s t a b l e i f
s u p p o r t e d b y t hr e e s p h e r e s a n d i f r < r e , t h e s p h e r e i s s t a b l e i f s u p p o r t e d b y t w o s ph e r e s
T h e p a r am e t e r s L x , L y a n d L z a r e in i t i a l do m a i n l e n g th s a l o n g r e s p e c ti v e di r e c ti o n s
T h e p a r a m e t e r <t)o i s in i ti a l p a c k i n g p o r o s i t y a n d d e fi n e d a s
4) 0 = 1 - —T - Tn -
,
'
v
, t r 3
w h e r e V t i s t h e v o l u m e o f t h e do m a in (= L x x L y x L z ); r , i s t h e r a di u s o f s p h e r e / ; N i s t o t a l
n u m b e r o f s p h e r e s ; a n d I i s p o r o s i t y i n d e x P o r o s i t y in d e x i s a n in t e g e r f a c t o r a dd e d t o h e l p
c o n t r o l t h e fi n a l p a c k i n g p o r o s i t y , w h i c h i s de s c r ib e d in d e t a i l b e l o w in s e c ti o n 3 6 5
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3 . 3 P a r a m e t e r I n p u t
T a b l e 3 1 A s e t o f t y p i c a l in p u t p a r a m e t e r v a lu e s f o r r a n d o m s p h e r e p a c k i n g
P a r am e t e r T y p i c a l v a l u e
T
o (m m ) 0 2 5
a 0 3
Tc (m m ) 0 0 3
U (mm ) 2 0 4 4 15
L
y (mm ) 20 4 4 15
L
z (m m ) 2 0 4 4 15
<|)o 0 4
I 4
3 . 4 G e n e r a t i o n o f a n I n i t i a l P a c k i n g w i t h O v e r l a p s
T w o j o b o p t i o n s a r e in c l u d e d i n t hi s c o m p o n e n t : p u r e l y r a n do m p a c k in g a n d s p a t i a l ly
c o r r e l a t e d r a n d o m p a c k in g T h e s e w i l l b e d e s c r i b e d s e p a r a t e ly
3 . 4 . 1 P u r e l y R a n d o m P a c k i n g
T w o i n de p e n d e n t s u b r o u t in e s , G N R T R D H a n d G N R T SI T E , a r e u s e d t o g e n e r a t e a n i n i t i a l
p a c k in g i n a r a n d o m o v e r l a p p in g p a t t e r n F i r s t , G N R T R D H dr a w s s p h e r e r a di i fr o m a r a di u s
s i z e di s t r i b u t i o n T hi s d r aw i n g p r o c e s s i s s t o p p e d w h e n t h e i n i t i a l p a c k in g p o r o s i t y (j)o i s
a t t a i n e d T h e n G N R T SI T E g e n e r a t e s s i t e c o o r di n a t e s f o r e v e r y s p h e r e A s p h e r e s i t e i s a
s p h e r e c e n t e r w i t h x , y a n d z c o o r d in a t e s E a c h o f t h e t h r e e dim e n s i o n a l s it e c o o r di n a t e s i s
t r e a t e d a s a u n i f o r m r a n d o m v a r i a b l e A n e x am p l e o f s u c h in i t i a l p a c k i n g g e n e r a t i o n s i s s h o w n
in F i g u r e 3 3 .
3 . 4 2 Sp a t i a l l y C o r r e l a t e d R a n do m P a c k i n g
T h e f lo w c h a r t f o r g e n e r a t in g a n in i t i a l , s p a t i a l ly c o r r e l a t e d r a n d o m p a c k in g i s s ho w n in
F i g u r e 3 4 T h e fi r s t s t e p i s to g e n e r a t e a p r o b a b il i t y fi e l d (p - fi e ld ) , w hi c h i s a r a n d o m fi e l d o f
v a l u e s b e t w e e n z e r o a n d o n e
,
h a v in g s p a ti a l c o r r e l a ti o n a l o n g de fi n e d d i r e c ti o n s I t i s
de v e l o p e d a s b e l o w :
3 9
3 . 4 G e n e r a t i o n o f a n I n i t i a l R a n d o m P a c k i n g w i t h O v e r l a p s
F i g u r e 3 . 3 A n i n i ti a l , r a n do m p a c k i n g w i t h a p o r o s i t y v a l u e o f (j)o = 0 . 4 0 , a m e a n r a d i u s
o f T o = 0 . 2 5 a n d a s t a n d a r d de v i a ti o n o f o = 0 . 3 0 .
4 0
3 . 4 G e n e r a t i o n o f a n I n i t i a l R a n d o m P a c k i n g w i t h O v e r l a p s
• G e n e r a te p - f i e l d d a t a
• G e n e r a te a r a n d o m s p h e r e s i t e
• D e fi n e a p v a l u e a t t h e s i t e
A s s i g n r a d i u s
C h e c k
Y e s
f S T O P j
N o
•
F i g u r e 3 4 G e n e r a t io n o f a n in i t i a l , s p a t i a l ly c o r r e l a t e d r a n d o m p a c k in g
4 1
3 . 4 G e n e r a t i o n o f a n I n i t i a l R a n d o m P a c k i n g w i t h O v e r l a p s
( 1) Sim u l a t e a g a u s s i a n r a n d o m fi e l d W e u s e t he s e q u e n t i a l g a u s s i a n a lg o r i t hm SG SI M
(D e u t s c h a n d J o u m e l , 1 9 9 3 ) , t h o u g h o t h e r m e t h o d s c a n b e u s e d T h e in p u t p a r a m e t e r s
i n c lu d e g r i d (d o m a i n ) s i z e , n u m b e r o f n o d e s a l o n g e a c h d i r e c t i o n (x , y a n d z d i r e c t i o n ) , t he
d i s t a n c e s b e t w e e n n o d e s , t h e c o v a ri a n c e m o d e l a n d t he c o r r e l a t i o n l e n g t h s W e u s e t h e
e x p o n e n t i a l c o v a r i a n c e m o de l in t h i s w o r k , w h i c h i s de fi n e d a s
C (hx , h y , h , ) = e
^ ' ' " ' ' - ' "
w h e r e
,
hx , hy , h ^
— t h e l a g i n x , y , z di r e c ti o n , r e s p e c ti v e l y .
L
e x ,
L
e y , L o z
— t h e c o r r e l a ti o n l e n g t h i n x , y , z d i r e c ti o n
(2 ) Sin c e b y c o n s t r u c ti o n , t h e p - fi e l d is u n i f o r m l y di s t r ib u t e d, w e m u s t a p p ly a n o r m a l - t o -
u n i f o r m t r a n s f o r m w h i c h i s c a r r i e d o u t u s in g t he p r o g r am B A C K T R (D e u t s c h a n d Jo u rn a l ,
1 9 9 3 ) T h e s im u l a t e d p r o b a b i l it y v a l u e (p v a l u e ) i s d e n o t e d a s :
p (u ) = ( p [g (u )] e [ 0 , l ]
w h e r e
, g (u ) — s im u l a t e d g a u s s i a n r a n do m v a l u e a t t h e n o d e u ;
(p — n o r m a l t o u n i f o r m t r a n s f o r m a ti o n f i i n c ti o n
W i t hi n - c l a s s i n t e r p o l a ti o n a n d l in e a r t a i l e x t r a p o l a ti o n s a r e u s e d t o e s ti m a t e ( p
I n t h e n e x t s t e p , a r a n d o m s p h e r e s it e i s g e n e r a t e d , a s d e s c r i b e d a b o v e , a n d a p v a l u e i s
t h e n a s s i g n e d t o i t Si n c e t h e p - fi e l d i s d e fi n e d o n a r e g u l a r g r i d a n d t he s ph e r e s i t e m a y n o t b e
a t a g r i d l o c a ti o n (n o d e ) , w e a s s i g n t h e p v a lu e a t t h e n e a r e s t n o de F i g u r e 3 5 p r o v i d e s a t w o
dim e n s i o n a l (2 D ) i l l u s t r a ti o n o f t hi s a s s i g n m e n t
p( 2 , l ) = 0 7 p ( 2 , 2 ) = 0 4
s i t e I
O
p ( l , l ) = 0 5 p ( l , 2 ) = 0 3
F i g u r e 3 5 A 2 D p - fi e l d w i t h fo u r n o de s , w h e r e p (k i , k 2 ) i s t h e p v a l u e a t t h e n o de
(k i , k 2 ) Sin c e t h e r a n d o m s i t e i i s t h e c l o s e s t t o t h e n o de ( 1 , 2 ) , p ( l , 2 ) = 0 3
i s a s s i g n e d t o t h e s i t e
4 2
3 . 4 G e n e r a t i o n o f a n I n i t i a l R a n d o m P a c k i n g w i t h O v e r l a p s
T h e t h ir d s t e p i s t o a s s i g n a r a di u s T hi s i s d o n e b y u s in g th e p v a l u e a t t he s it e t o dr a w fr o m
t h e c u m u l a t i v e p a r t i c l e s it e di s t r i b u t i o n (c P SD ) . F o r e x a m p l e , f o r t h e r a n d o m s it e i w i t h p
v a l u e o f 0 3 , t h e 3 0 t h p e r c e n t i l e o f t h e p a r t i c l e s i z e di s t r i b u t i o n i s t a k e n t o b e th e r a d i u s s i z e
(F i g u r e 3 . 6 ) .
c P SD (%)
10 0
0 0 5 0 1 5 0 2 5 0 3 5 0 4 5 r a d i u s
F ig u r e 3 6 A n in p u t c u m u l a t i v e r a di u s s i z e di s t r i bu t i o n E a c h r a d i u s c o r r e s p o n d s t o
o n e p e r c e n t i l e v a l u e .
T h e g e n e r a t i o n o f a r a n d o m s it e a n d it s r a di u s i s c o n t in u e d u n t i l t h e in i t i a l p a c k i n g p o r o s it y
a t t a i n s (t) o .
F i g u r e 3 7 s h o w s t h e h i s t o g r am o f a s im u l a t e d p - fi e l d w i t h 4 0 x 4 0 x 4 0 n o d e s a n d a g r i d s i z e
o f 1 7 4 22 5 x 1 7 4 2 2 5 x 17 . 4 2 2 5 (mm
^
) a n d a c o r r e l a t i o n l e n g t h o f 4 0 a l o n g b o t h t h e x a n d y
d i r e c t i o n s F i g u r e 3 8 p r o v i d e s t w o p a r t i c l e s i z e d i s t r i b u t i o n s : s o h d l i n e r e p r e s e n t s t he in p u t
c P SD , a n d O i s t h e o u t p u t c P SD g e n e r a t e d u s i n g the s p a t i a l l y c o r r e l a t e d p - fi e l d
R e p r o du c t i o n o f t he hi s t o g r a m i s g o o d w h e n th e c o r r e l a t io n l e n g th i s r e l a t i v e ly s m a l l c o m p a r e d
t o t h e g r i d s i z e H i s t o g r am r e p r o du c t i o n i s w o r s e w he n t he c o r r e l a t i o n l e n g th i s lo n g c o m p a r e d
t o d o m a in s i z e a s i s e x p e c t e d fr o m t h e o r y (D e u t s c h a n d J o u m e l , 1 9 93 ) .
4 3
3 . 4 G e n e r a t i o n o f a n I n i t i a l r a n d o m P a c k i n g w i t h O v e r l a p s
P f i e l d h i s t o g r a m
0 . 0 5 00 _
0 . 0 4 0 0 _
^ 0 . 0 3 00 .
0 )
Q
LL
0 . 0 2 00 _
0 . 0 1 0 0 _
O. OOOQ .
0 . 0 0 0 . 2 0 0 . 4 0 0 . 6 0 0 . 8 0 1 . 0 0
V a r ia b le
F i g u r e 3 . 7 T h e h i s to g r a m o f a s i m u l a t e d p - f i e l d .
4 4
3 . 4 G e n e r a t i o n o f a n I n i t i a l R a n d o m P a c k i n g w i t h O v e r l a p s
1 0
o
O
0 . 0 "e
f OOOOO
o r i g i n a l c P SD
^ p - f i e l d g e n e r a t e d c P SD _
0 . 5 0 6
R a d i u s
F i g u r e 3 8 C o m p a r i s o n o f t h e in p u t c P SD a n d t h e o u t p u t c P SD g e n e r a t e d b y p - f i e l d
s i m u l a t i o n
4 5
3 . 4 G e n e r a t i o n o f a n I n i t i a l R a n d o m P a c k i n g w i t h O v e r l a p s
N o t e t h a t t he o n l y di f f e r e n c e b e t w e e n p u r e l y r a n d o m p a c k i n g a n d s p a t i a l ly c o r r e l a t e d r a n d o m
p a c k i n g is in t h i s i n i t i a l p a c k i n g g e n e r a t i o n T h e o t h e r p a r t s o f t h e a l g o r i t hm a r e e x a c t l y t h e
s am e fo r b o t h t y p e s o f s im u l a t i o n s
3 . 5 D o m a i n D i s c r e t i z a t i o n
T h e d o m a i n i s d i v i d e d i n t o m a n y s m a l l e q u a l - s i z e d c u b i c c e l l s , t h e s i z e o f e a c h o n e (d c )
b e in g s h g ht ly l a r g e r th a n t h e m a x im u m s p he r e d i a m e t e r (D m ) , i e , d c = D m + A , w h e r e A «
D m T h e s e c e l l s a r e s e q u e n t i a l ly n u m b e r e d a l o n g t he x , y a n d z di r e c t i o n s E a c h s p h e r e i n t h e
in i t i a l p a c k i n g i s t h e n a ll o c a t e d i n t o e x a c t l y o n e c e l l a c c o r d in g t o t he s it e c o o r di n a t e s o f t h e
s p h e r e F i g u r e 3 9 g i v e s a 2 D i l l u s t r a t i o n N o w e a c h s ph e r e h a s n o t o n l y s i t e c o o r d in a t e s (x , y ,
z ) a n d a r a d i u s (r ) , b u t a l s o c e ll n u mb e r s (i x , jy , k z )
3 . 6 Sp h e r e R e a r r a n g e m e n t
F i g u r e 3 . 1 0 s h o w s th e m a i n fl o w c h a r t o f t h i s c e n t r a l c o m p o n e n t , a n d T a b l e 3 2 c o n t a in s t h e
m a j o r s u b r o u t in e s T h i s c o m p o n e n t b a s i c a lly c o n s i s t s o f f i v e m aj o r p a r t s : ( 1) t o f i n d a s ph e r e
s i t e w i t h t he m in i m u m z c o o r d in a t e in t h e in i t i a l p a c k i n g (s p h e r e z); (2 ) t o m o v e s p h e r e / u n t i l
t h e r e a r e n o o v e r l a p s ; (3 ) t o r o l l s ph e r e / u n t i l a s t a b l e s i t e is f o u n d ; (4 ) t o a d d im a g e s p h e r e s
a t b o u n d a r ie s ; a n d (5 ) t o r e g i s t e r s p h e r e / b y c h o o s i n g a s it e a c c o r d i n g t o t h e p o r o s it y in de x I
(in t e g e r ) T o r e g i s t e r a s ph e r e m e a n s t o fi x t h e l o c a t i o n o f t hi s s p h e r e E a c h o f t h e s e fi v e t a s k s
a r e d e s c r i b e d b e l o w
3 . 6 . 1 Sp h e r e So r t i n g
Th e fi r s t p a r t o f s ph e r e r e a r r a n g e m e n t i s e a s i ly c a r r i e d o u t i n a s i n gl e s u b r o u t in e ,
F I N D Z M IN
,
w hi c h s e a r c h e s f o r t he n o n - r e g i s t e r e d s p h e r e i w it h t h e s m a l l e s t z c o o r d in a t e s by
c o m p a r i n g i t s l o c a t i o n w i t h s p h e r e s in t h e c e l l s w it h s am e v a l u e o f k z
4 6
3 . 6 Sp h e r e R e a r r a n g e m e n t
3 . 6 . 2 O v e r l a p R em o v a l
W i t h t h e s p h e r e i f o u n d in t h e p r e v i o u s s t e p s , a n i t e r a t i v e p r o c e s s s t a rt s by s e a r c h i n g f o r
o v e r l a p s w i t h t ho s e s t a b l e s p h e r e s w i thi n t h e s a m e c e l l o f sp h e r e / a n d i n t h e a dj a c e n t 2 6 c e l l s .
S i n c e dc = D m+ A , a l l p o s s i b l e o v e r l a p s o c c u r w i t h i n t h e s e 2 7 c e l l s T h i s o v e r l a p s e a r c h in g
jy - 1
4 d c
3 d c
2 d c
y = 0 0
O
s i t e /
x
= 0 0 d, 2 4 3 d c 4 d , 5 d c
i x = l 2 3 4 5
F ig u r e 3 9 A 2 D e x a m p l e o f a s s ig n in g a s i t e in t o a c e l l Sp h e r e i h a s s i t e c o o r d i n a t e s
X i
= 2 3 dc , Y i = 1 8 dc s o t h a t i t b e lo n g s t o t h e c e l l o f i x
= 3 a n d j y = 2
4 7
3 . 6 Sp h e r e R e a r r a n g e m e n t
St a r t w i t h i n i t i a l p a c k i n g da t a
• F i n d a n o n - r e g i s t e r e d sp h e r e z
w i t h t h e m i n i m u m z c o o r d i n a t e
M o v e sp h e r e / m i t i l n o o v e r l a p s
R o l l s p h e r e i m i t i l a
s t a b l e s i t e i s f o u n d
• F i n d s p h e r e s
o v e r l a p p i n g sp h e r e / i
• M o v e t h e s e s p h e r e s
t o i n i t i a l d a t a
i m a g e
• C h o o s e sp h e r e (/ )
s i t e a c c o r d i n g t o I
R e g i s t e r s p h e r e /
Si m u l a ti o n c o m p l e t e 2
Y e s
( ST O P )
N o
N o
• R a n d o m
d i sp l a c e m e n t
o f s p h e r e /
F i g u r e 3 . 1 0 T h e m a i n fl o w c h a r t f o r s p h e r e r e a r r a n g em e n t
4 8
3 . 6 S p h e r e R e a r r a n g e m e n t
T a b l e 3 2 A s u m m a r y o f m aj o r s u b r o u t in e s in s p h e r e r e a r r a n g em e n t p r o c e s s
F I N D ZM I N
R M O V L P S
SH I F T D OWN
R O L L O N l
R 0 L L 0 N 2
F I N D X Y Z
CH K CMP T
CH K C O N D
L O C A L SH IF T
CH O O SE SIT E
R O L L IT B T
F I N D X Y Z B C
CH Bi B C MP T
SE T T L E R L M T
s o r t o u t s a s p h e r e (/ ) s it e w i t h t h e s m a l l e s t z c o o r d in a t e in t h e in i t i a l
p a c k in g
fi n ds a s i t e a t w h i c h s p h e r e / i s o u t o f o v e r l a p s b y m o v i n g it a l o n g t h e
v e c t o r s u m o f t h e o v e r l a p s
s p h e r e i f a l l s u n t i l it h i t s a n o t h e r s p h e r e o r r e a c h e s t h e b a s e .
r o l l s s p h e r e / do w n o n o n e s t a b l e s p h e r e
r o l l s sp h e r e i do w n o n t w o c o n t a c t in g s t a b l e s p h e r e s
d e t e r m i n e s w h e t h e r s ph e r e / hi t s a n e w s ph e r e
u p d a t e s t h e c e l l n u m b e r s a ft e r s p h e r e i c o m p l e t e s o n e s t e p o f
m o v em e n t .
d e t e r m i n e s i f a s t a b l e s i t e e x i s t s I f n o t
,
u p d a t e s t h e s u p p o r t i n g c a s e
ho r i z o n t a l
,
r a n do m di s p l a c em e n t o f s p h e r e /
c ho o s e s p h e r e (0 s i t e a c c o r di n g t o I
r o l l s p h e r e i a l o n g t he b o u n d a r y o n o n e sp h e r e a n d a d d im a g e s p h e r e
i i
d e t e r m i n e s w h e t h e r s p he r e / hi t s a n e w s p h e r e a t t h e b o u n d a r y
u p da t e s t h e c e l l n u mb e r s a ft e r s p h e r e / c o m p l e t e s o n e s t e p o f
m o v em e n t a t t h e b o u n d a r y
c o m p u t e s t h e s t a b l e s i t e o f s ph e r e i w i t h r < T c
t e c h n i q u e a v o i ds t e s t i n g a ll t h e s p h e r e s in t h e p a c k in g S in c e dc i s a p p r o x im a t e l y t h e s a m e s iz e
a s t h e m a x i m u m s p h e r e di a m e t e r , it i s o b v io u s t h a t a l a r g e r s t a n d a r d de v i a t i o n o f a p a r t i c l e
s i z e di s t r i b u t i o n c a u s e s a l a r g e r v a l u e o f t h e c e ll s i z e ; t h e r e f o r e , m o r e p a r t i c l e s a r e g e n e r a l ly
b e i n g s e a r c h e d a n d t h e r u n t im e o f e a c h it e r a t i o n i s e x p e c t e d t o i n c r e a s e w it h th e s t a n da r d
d e v i a t i o n O n c e o v e r l a p s a r e f o u n d , th e s p h e r e /
'
i s t h e n m o v e d a s m a l l di s t a n c e a l o n g t he
v e c t o r s u m o f t h e o v e r l a p s w i t h s u r r o u n di n g s p h e r e s (O t) O t i s d e fi n e d a s
0 t = 0 x + 0 y + 0 ^
w h e r e
.
O x ^ i x t ; [ (r i + r O- di i x ^ V^ ^ ] ,d „1= 1
n „
O y
= i y 2: [(r i + r ,) - d u x ^^^ ] ,
1= 1
4 9
3 . 6 Sp h e r e R e a r r a n g e m e n t
O z = i z | ; [ (r i + r ,) - di i x \ - ^ ] ,
1= 1 d i,
d i , = V(x . - x , ) ^ + (y , - y , ) ^ + (z . - z , ) \
>x , i y , i z
— u n it v e c t o r a l o n g x , y , z di r e c t i o n .
H o
— n u mb e r o f s p he r e s o v e r l a p p in g t h e s p h e r e /
T h e m o v e i s a c c e p t e d a s l o n g a s t h e m a g n i t u d e o f O t (O t) do e s n o t e x c e e d s o m e m a x im u m
v a l u e (O t , n , ) O t , m i s a u s e r - c o n t r o ll e d p a r am e t e r F r o m t h e p r e li m i n a r y t e s t s w e h a v e f o u n d
t h a t a c c e p t in g t h e m o v e o n l y i f it r e d u c e s t h e O t i s to o s t r i n g e n t — t h e s p h e r e i t e n d s t o b e c o m e
l o c k e d u p , e s p e c i a ll y a t l o w i n it i a l p a c k i n g p o r o s i t i e s T o c o u n t e r a c t t hi s t e n de n c y , i t h a s b e e n
f o u n d b y t ri a l a n d e r r o r t h a t O t , m « r o i s t h e o p t im u m v a lu e f o r m a in t a i n in g e f fi c i e n t o v e r l a p
r e m o v a l p r o c e s s T h e a b o v e m o v i n g p r o c e du r e i s r e p e a t e d u n t i l O t d r o p s b e l o w s o m e
t o l e r a n c e (A t o i ) o r u n t i l s o m e s p e c i fi e d n u m b e r o f m o v e s (N m) i s p e r f o r m e d . C o n t a c t in g
s p h e r e s a r e t h e n s t o r e d f o r f u t u r e u s e
A t h i g h i n i t i a l p a c k i n g p o r o s i t i e s s ph e r e i t a k e s t e n s o f m o v e s t o e l im i n a t e o v e r l a p s
H o w e v e r , a s t h e p o r o s it y d e c r e a s e s t he n u m b e r o f m o v e s in c r e a s e s b e c a u s e m o v i n g a s p h e r e
a l o n g t h e v e c t o r s u m o f t h e o v e r l a p s r e du c e s s o m e o v e r l a p s b u t c r e a t e s o r in c r e a s e s o t h e r s A t
l o w i n it i a l p a c k i n g p o r o s i t i e s s o m e s p h e r e s f a i l t o r e m o v e o v e r l a p s w i t h in t h e a l l o w e d N m s t e p s
o f m o v e m e n t Wh e n t hi s h a p p e n s , t h e s p h e r e / i s g i v e n a h o r i z o n t a l di s p la c em e n t b y d e fi n i n g
x / ^) = x / '^ )+ A , dc
y /
^^ ^
y /
^^ A i dc
w h e r e , x / '' ^ y / ° ^— p r e v io u s x , y c o o r d i n a t e f o r s ph e r e / ,
X i
^^\ y / ^^— n e w x , y c o o r di n a t e f o r s p h e r e i ,
A i — u n i f o r m ly d i s t ri b u t e d r a n do m v a l u e in [- 1, 1 ]
T h e r e a ft e r
,
a n e w i t e r a t i o n w i t h t h e s ph e r e i i s s t ar t e d
A t a l o w i n i t i a l p a c k i n g p o r o s i ty i t i s p o s s i b l e t h a t a s ph e r e i u n de r t h e fi r s t s t e p m o v e i s
l o c k e d u p in c e r t a i n s p a c e A 2D i ll u s t r a t i o n o f s u c h a l o c k u p i s g i v e n in F i g u r e 3 1 1 T h i s
m e a n s t ha t t h e s ph e r e i c a n n e v e r p o s s i b l y g e t r i d o f o v e r l a p s i n t h i s s i t u a t i o n . I n t hi s c a s e t he
p r o g r a m r e du c e s t h e s i z e o f s p h e r e i b y 10 % an d t he s p h e r e / b e g in s a n o th e r i t e r a t io n . A f a i r ly
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3 . 6 S p h e r e R e a r r a n g e m e n t
sp h e r e 5
F ig u r e 3 1 1 A s p e c i a l c a s e in w h i c h s p h e r e / i s l o c k e d u p in s p a c e Sp h e r e s 1 , 2 , 3 , 4
a n d 5 a r e r e g i s t e r e d s t a b l e s ph e r e s
s m a l l p e r c e n t a g e ( < 5% ) o f t he p a r t i c l e s m u s t s h r in k t he i r s i z e s a t l o w p a c k i n g p o r o s it i e s
F i g u r e 3 12 s h o w t h e c P SD s w i t h t h e s t a n da r d d e v i a t i o n 0 3 in b o t h th e in i t i a l p a c k i n g a n d t h e
f i n a l p a c k i n g .
3 . 6 . 3 F i n d i n g a St a b l e S i t e
3 6 3 1 Su p p o r t i n g St r u c t u r e M o d e l s
Gre n e r a l ly a s t a b l e s ph e r e i s s u p p o r t e d by a t l e a s t t h r e e c o n t a c t in g s p h e r e s u n d e r n e a t h M o r e
s p e c i fi c a l l y , a s p h e r e / i s s t a b l e i f t h e x a n d y c o o r d in a t e s o f i t s s i t e a r e w it h in t h e t r i a n g l e
f o r m e d b y t h e x a n d y c o o r di n a t e s o f t h e s i t e s o f a n y t h r e e s u p p o r t in g s p h e r e s A s u p p o r t in g
s p h e r e 7 i s de fi n e d w h e n i t c o n t a c t s t h e s p h e r e / a n d h a s a s it e l o w e r t ha n t h a t o f t h e s p h e r e i ,
i e
,
Z j < Z i I n t h e F i g u r e 3 13 (a ), t h e t hr e e c o n t a c t i n g s ph e r e s (i , 2 a n d 3 ) w i th s ph e r e /
h a v e c o o r d in a t e s (x i , y i , z i ), (x 2 , y 2 , Z 2 ) a n d (X 3 , y s , Z 3 ) in w h i c h z i < Z i , Z 2 < z i a n d Z 3 < Z i .
T h e r e f o r e t h e s p h e r e s J , 2 a n d 3 a r e s u p p o r t in g s p h e r e s . T h e t r i an g l e f o r m e d b y d a s h e d l i n e s
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3 . 6 Sp h e r e R e a r r a n g e m e n t
Q
CO
O
f OOOOO
i n it i a l c P SD
O fi n a l c P SD
0 . 3 0 4
R a d i u s
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F i g u r e 3 12 C o m p a ri s o n o f t h e c P SD s i n t h e in i t i a l p a c k i n g a n d i n t h e fi n a l p a c k i n g .
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3 . 6 S p h e r e R e a r r a n g e m e n t
i s t he h o r i z o n t a l p r o j e c t io n o f t h e t ri a n g l e c o n s t r u c t e d by c o n n e c t i n g t h e t hr e e s u p p o r t in g
s p h e r e s it e s Si n c e t h e s it e / f a ll s in s i de t h e da s h e d t ri a n g l e , i t i s d e t e r m in e d a s t a b l e s it e
F i g u r e 3 13 (b ) g i v e s t h e fr o n t v i e w o f t h e s t a b l e s p h e r e i
F o r a b ri d g e d s p h e r e t h e s t a b l e c o n di t i o n i s a c h i e v e d w h e n t he s p h e r e i s n o t o n l y s u p p o rt e d
by o n e o r t w o u n d e r l y i n g s p h e r e s , b u t i s a l s o b a l a n c e d b y l a t e r a l s u p p o rt a f f o r d e d by t w o o r
o n e o f i t s n e i g hb o r s T h i s i s s h o w n in F i g u r e 3 . 14 .
Si n c e s m a l l e r s p h e r e s a r e m o r e m o b i l e t ha n l a r g e r s p h e r e s , t h e y e a s i l y f a i l t o fi n d t hr e e
s u p p o r t i n g s p h e r e s a n d t e n d t o m o v e do w n t o w a r d s t h e b o t t o m a l o n g t o r t u o u s p a t hs , a
p h y s i c a lly r e a l i s t i c p h e n o m e n o n I n o r d e r t o m a in t a in a w e l l m i x e d c o n d it i o n , h o w e v e r ,
p a r t i c l e s w iti i r a d ii s m a l l e r t h a n a c e rt a in l i m i t (r e ) a r e de t e r m i n e d s t a b l e w h e n t h e y n e s t in t h e
s a dd l e f o r m e d b e t w e e n t w o u n d e r l y i n g s u p p o rt i n g s p he r e s , a s in F i g u r e 3 15
3 6 . 3 2 Sp h e r e R o ll in g P r o c e du r e s
I n d e t e r m i n in g ho w t o r o l l s p h e r e i , t h e p r o g r a m fi r st fi n d s t h e s u p p o r t in g s p h e r e s T h e r e
a r e fi v e p o s s i b l e s u p p o r t in g c a s e s
C a s e 1 — Sp h e r e i d o e s n o t h a v e a n y s u p p o rt s I t i s a l l o w e d t o f a ll u n t i l it h i t s a s u p p o r t i n g
s p h e r e
C a s e 2 — T h e r e i s o n ly o n e s u p p o r t in g s p h e r e 1 T h e s p h e r e i t h e n r o l l s do w n w a r d s a l o n g
t h e s u r f a c e o f t h e s p h e r e i , o n e s m a l l d e g r e e (A 9 ) , a s s h o w n i n F i g u r e 3 16 A ft e r e a c h s t e p
o f r o l l i n g A 6 , 9 i s c a l c u l a t e d , t he p o s it i o n o f s ph e r e / i s u p d a t e d, i n c lu d in g t h e s p a t i a l
c o o r d i n a t e s (x i , y ; , Z i ) a n d t h e c e ll n u m b e r s (i x i , j y i , k z i ) , a n d a c h e c k o f o v e r l a p s i s p e r f o r m e d
I f n o o v e r l a p o c c u r s , t h e s p h e r e / g o e s o n r o l l in g a n o t h e r A G I f t h e r e a r e o v e r l a p s , t h e s p h e r e
/ g o e s b a c k t o t h e p r e v io u s s t e p in w h i c h i t i s o v e r l a p - fr e e , an d A 6 i s r e du c e d by a h a l f T h e
r o l l i n g p r o c e s s i s c o n t i n u e d u n t i l a n e w s u p p o r t i n g s p h e r e i s f o u n d o r u n t i l 9 > 9 0 , a t w hi c h
p o i n t , s p h e r e 7 i s n o l o n g e r a s u p p o r t i n g s p h e r e (z i > Z i ) S e e F i g u r e 3 17 Wh e n t he f o r m e r
h a p p e n s , t h e p r o g r am p r o c e e d s t o C a s e 3 , o t h e r w i s e t h e p r o g r am g o e s b a c k t o C a s e 1
H o w e v e r
,
w h e n s ph e r e i hi t s a bo u n d a r y , a l o n g b o u n d a r y r o l l o n o n e s ph e r e i s p e r f o r m e d ,
r a t h e r t h a n r o ll i n g b e y o n d t h e b o u n d a r y F i g u r e 3 18 i l l u s t r a t e s s u c h c h a n g e i n r o l l in g t r a i l .
C a s e 3 — Sp h e r e i i s s u p p o rt e d b y t w o s ph e r e s 1 a n d 2 . I t r o l l s a l o n g th e c i r c u l a r p a th
f o r m e d b y t h e t w o s p h e r e s I a n d 2 , s ho w n i n F i g u r e 3 19 S im i l a r ly , a ft e r e a c h s t e p o f
r o l l in g A 9 , 0 i s c a l c u l a t e d a n d t h e p o s i t i o n o f s p h e r e / i s u p d a t e d C a l c u l a t i o n o f t h e n e w s i t e o f
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3 . 6 Sp h e r e R e a r r a n g e m e n t
U
F ig u r e 3 12 (a ) T o p v i e w o f t h e s t a b l e s p h e r e / s u p p o r t e d b y t h e c o n t a c t i n g s p h e r e s 1 a n d
2 a n d i
s p h e r e /
s p h e r e 1 s ph e r e 2 s p h e r e 3
F ig u r e 3 . 1 3 (b ) F r o n t v i e w o f t h e s t a b l e s p h e r e / s u p p o r t e d b y t h e c o n t a c t i n g s p h e r e s 1
a n d 2 a n d 3
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3 . 6 S p h e r e R e a r r a n g e m e n t
s p h e r e 2
u
(
s ph e r e /
^ -
T O P V fi W
s p h e r e ;
sp h e r e 2 s p h e r e 3
F R ON T V fi W
F i g u r e 3 14 (a ) A s t a b l e b r i d g e d s ph e r e i i s s u p p o r t e d b y o n e c o n t a c t i n g s ph e r e 1
u n de r n e a t h a n d i s h o r i z o n t a l ly b a l a n c e d b y t w o o t h e r c o n t a c t in g
s p h e r e s 2 a n d i (z a = z s = Z j ) , t h e s i t e o f w h i c h f a l l s i n s i d e t h e d a s h e d
t r i a n g l e d e fi n e d e a r li e r
5 5
3 . 6 S p h e r e R e a r r a n g e m e n t
U
T OP V fi W
sp h e r e i
s p h e r e J
s p h e r e 2
u
s p h e r e 3
F R O N T V I EW
F i g u r e 3 14 (b ) A s t a b l e b r i d g e d s ph e r e / i s s u p p o r t e d b y t w o c o n t a c t i n g s p h e r e s 2 a n d
3 (z 2 < Z i , Z 3 < Z i ) , a n d i s ho r i z o n t a l ly b a l a n c e d b y a n o t h e r c o n t a c t in g
s ph e r e 1 (z i = Z i ) , t he s it e o f w hi c h f a l l s i n s i d e t h e d a s he d
t r i a n g l e de fi n e d e a r l ie r .
5 6
3 . 6 S p h e r e R e a r r a n g e m e n t
U sph e r e ;
T O P V I EW
U
sph e r e /
s ph e r e 1 s p h e r e 2
F R O N T V I EW
F i g vi r e 3 15 D e t e r m in a t i o n o f a s t a b l e s p h e r e i w i t h r i < T c . Sph e r e 1 a n d 2 a r e t w o
s u p p o r t in g s p h e r e s
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3 . 6 S p h e r e R e a r r a n g e m e n t
s p h e r e i /
^
, _ .
s i t e / r o l l i n g
t r a i l
A fi
F i g u r e 3 16 R o l l i n g o f s p h e r e / a lo n g t h e s u r f a c e o f t h e s u p p o r t i n g sp h e r e I
s p h e r e i in v o l v e s t r a n s f o r m a t i o n o f c o o r d in a t e s a n d r o t a t io n o f t h e a x e s T h e s u b r o u t in e s t h a t
d o t h e j o b a r e Us t e d in t h e T a b l e 3 3 T h e r o l l in g i s r e p e a t e d u n t i l a t hi r d s u p p o r t in g s ph e r e i s
f o u n d T h e p r o g r am t h e n m o v e s t o C a s e 4
I f s p h e r e i hi t s t h e b o u n d a r y w h e n r o l l in g , it s t o p s a n d i s r e g i s t e r e d a s a s t a b l e s p h e r e T he
p r o g r a m s k i p s t o t he n e x t t a s k — im a g e s ph e r e a d di t i o n
C a s e 4 — Sph e r e / i s s u p p o r t e d by a t l e a s t t h r e e c o n t a c t in g s p h e r e s I n t h i s c a s e , s t a b i l i t y o f
t h e s p h e r e / is t e s t e d fi r s t u s in g t h r e e o f t h e s u p p o r t in g s p h e r e s I f s t a b l e , th e s p h e r e i s
t e m p o r a r i l y s t o r e d I f i t i s u n s t a b l e , t he p r o g r a m d e c i d e s o u t s i d e w hi c h e d g e o f t h e da s h e d
t r i a n g l e t h e s p h e r e s i t e i i s l o c a t e d . T h i s i s a c c o m p l i s h e d b y c h e c k i n g t h e a n g l e s fo r m e d b y
c o n n e c t i n g t he f o u r s i t e s T w o e x a m p l e s a r e s h o w n i n F ig u r e 3 20 S i n c e ql 2 > o , a n d y i > y [ i n
F i g u r e 3 2 0 (b )] , t he s p h e r e / i s o u t s i d e t h e e d g e f o r m e d b y th e t w o s u p p o r t i n g s i t e s 1 a n d 5
T h e s p h e r e i , t h er e f o r e , r o l l s do w n o n t h e s u r f a c e s o f s p h e r e s I a n d 3 C a s e 3 i s r e p e a t e d
T h e p r o g r am fi x e s t h e d i m e n s i o n s o f v e r t i c a l b o u n da r i e s in o r d e r t o p r e v e n t r a di a l e x p a n s i o n
w hi c h m a y j e o p a r di z e s t r u c t u r a l h o m o g e n e it y H e n c e , t h e sp h e r e s m u s t r e a r r a n g e t h e m s e l v e s
w it h i n t h e s e w a l l s t o r e m o v e t h e i r o v e r l a p s H o w e v e r , a s p h e r e i s a l l o w e d t o m o v e b e y o n d t h e
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3 . 6 Sp h e r e R e a r r a n g e m e n t
I n p u t :
1 O v e r l a p
- fr e e s p h e r e !
w i t h ( X j , y i , Z j ) a n d
(i x i , j y i , k Z i )
2 A G
> C a l c u l a t e 9
R o l l t h e sp h e r e I b y gi v i n g
U p da t e t h e p o s i t i o n o f
s p h e r e i
Ae « ' = o 5 A e <
'»
T Y e s
C h e c k if o v e r l a p p i n g
C h e c k if a n e w
s u p p o r t i n g s p h e r e
i s f o u n d
ST O P YM
N o
• C h e c k i f e > 9
F i g u r e 3 17 F l o w c h a r t o f r o ll i n g s p h e r e / o n t h e s u p p o r t in g s p he r e s I , w h e r e , 0
^" ^ i s t h e
p r e v i o u s a n g l e , 6
^ ^ ' i s t h e u p da t e d a n g l e .
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3 . 6 Sp h e r e R e a r r a n g e m e n t
s i t e / r o l l i n g t r a i l
b o u n d a r y
(a ) Si d e v i e w o f t h e r o l l in g t r a i l o f s i t e /
s p h e r e ;
s i t e /
r o l l i n
(b ) F r o n t v i e w o f t h e r o l l i n g t r a i l o f s i t e /
F i g u r e 3 . 1 8 A n i l l u s t r a t i o n o f r o ll in g a l o n g a b o u n d a r y
6 0
3 . 6 S p h e r e R e a r r a n g e m e n t
s p h e r e ;
s p h e r e ]
s it e i r o l l i n g p a t h
s p h e r e 2
F i g u r e 3 . 1 9 R o l l in g o f s p h e r e / a l o n g t h e c i r c u l a r p a t l i f o r m e d by t w o s u p p o r t in g
s p h e r e s 1 a n d 2
T a b l e 3 3 A s u mm a r y o f s u br o u t in e s t h a t u p d a t e t h e l o c a t i o n o f o n e s ph e r e r o l l i n g
o n o t h e r t w o s p h e r e s
V E R T R O L L
CA L R L O C
T R A N SF WD
T R A N SB WD
r o l l s s p h e r e / o n t w o s u p p o r ti n g , s t a b l e s p h e r e s 1 a n d 2 w h o s e
s i t e s a r e a t t h e s am e h e i gh t (z i = z i )
u p da t e s t h e s it e c o o r di n a t e s o f s p h e r e / r o l l in g o n t w o s u p p o r t i n g ,
s t a b l e s p h e r e s 1 a n d 2
p e r f o r m s fo r w a r d t r an s f o r m a t i o n o f a x e s s u c h t h at th e s i z e /
r o l l i n g t r a i l w i l l l i e o n t h e x - y p l a n e i n t h e n e w c o o r d in a t e sy s t e m
(x
'
, y
'
,
z
'
) , a n d c a l c u l a t e s t he n e w c o o r di n a t e s o f s p h e r e /
(x i \ y i
'
)
p e r f o r m s b a c k w a r d t r a n s fo r m a t i o n o f ax e s , a n d c o n v e r t s (x i
'
, y i
'
)
t o n e w (x i , y i , Z i )
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3 . 6 S p h e r e R e a r r a n g e m e n t
s
u
T OP V IE W
fi g u r e 3 2 0 (a ) A s t a b l e s p h e r e i i s s o p o s i t i o n e d t h a t a = a i + a 2 , p = p i + P2 ,
y
=
Y i + Y2 .
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3 . 6 S p h e r e R e a r r a n g e m e n t
s ph e r e /
u
T O P V I E W
F i g u r e 3 2 0 (b ) S p h e r e / i s u n s t a b l e s i n c e a 9 ^ a j + a 2, y ^ y i + y i -
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3 . 6 S p h e r e R e a r r a n g e m e n t
d o m a i n h e i g ht (L z ) t o fi n d a n o v e r l a p - fi e e s t a b l e p o s it i o n Wh e n t hi s h a p p e n s , a n e w s e t o f
c e l l s w it h k z = N c
,
z
+ 1 i s c r e a t e d
,
w h e r e N
c , z
i s t h e n u m b e r o f c e l l s a l o n g L z
3 . 6 . 4 I m a g e Sp h e r e A d di t i o n
W h e n s p h e r e / h i t s t h e b o u n d a r y , f o r e x a m p l e (0 , y , z ) , a n im a g e s p h e r e k w i t h r ^ = r i
a u t o m a t i c a l ly a p p e a r s a t t h e o p p o s i t e b o u n d a r y s i d e (L x , y , z ) T h e a d d i t i o n o f t h e s p h e r e h
p r o b a b ly c a u s e s o v e r l a p s w it h s u r r o u n di n g s ph e r e s T h e p r o g r am s o r t s o u t t h e s e s ph e r e s a n d
r e a r r a n g e s t h em t h r o u g h t h e i t e r a t iv e p r o c e s s d e s c r i b e d a b o v e
3 . 6 . 5 Sph e r e R e g i s t r a t i o n
Wh e n t he s ph e r e ; fi n d s i t s s t a b l e s i t e , o n e i t e r a t i o n i s c o m p l e t e d T h e s i t e o f w h i c h i s
t e m p o r a ri l y s t o r e d T h e s p h e r e i i s t h e n g i v e n a s m a l l r a n d o m s h i ft h o ri z o n t a l ly A n e w
i t e r a t i o n b e g in s T h e c y c l e o f r a n do m di s p l a c in g , m o v in g a n d r o l l in g t h e s p h e r e / i s r e p e a t e d
u n t i l a s p e c i fi e d n u mb e r o f s t a b l e s it e s (N s , N s = 5 in t h i s w o r k ) a r e fo u n d T h e s e s it e s a r e t h e n
i n d e x e d a c c o r d in g t o t h e i r z c o o r di n a t e s , i e , z (I = l ) > z (I = ^ 2 ) > z (I = 3 ) > • ■ • • > z (I = N s) T h e
fi n a l s it e i s c o n t r o l l e d b y t h e in p u t p o r o s it y in d e x (I ) T h e l a r g e r t h e I i s , t h e l o w e r s i t e i s
c h o s e n a n d v i c e v e r s a O n c e t he s it e i s d e t e r m i n e d
,
t h e s p h e r e i i s r e g i s t e r e d a s a s t a b l e ,
o v e r l a p - fi e e p a r t i c l e a n d i s n o t a l l o w e d t o m o v e a ft e r w a r ds
T h e a b o v e fi v e s t e p s a r e t h e n r e p e a t e d o n a n o t h e r s p h e r e , c h o s e o n s t e p 3 6 1 a s t h e l o w e s t
n o n - r e g i s t e r e d s p h e r e
3 . 7 D a t a O u t p u t
T h e s u b r o u t in e F I N A L SE T c a l c u l a t e s t h e fi n a l h e i gh t o f t h e do m a in , t h e fi n a l p a c k in g
p o r o s i t y , a n d p r i n t s o u t t h e p a c k i n g d a t a i n c l u d i n g b o th c o o r di n a t e s a n d r a d i u s o f e a c h s p h e r e
A s e t o f t y p i c a l p a r a m e t e r o u t p u t s i s s h o w n in T a b l e 3 4 .
F ig u r e 3 2 1 s ho w s t h e r e s u l t o f t h e o v e r l a p - fi
^
e e r a n do m p a c k in g g e n e r a t e d fi
-
o m t h e in i t i a l
d a t a o f F i g u r e 3 3 T h i s im a g e c o n t a in s o n l y 2 9 2 7 p a r t i c l e s t o a l lo w f o r c l o s e e x a m i n a t i o n o f
t he s im u l a t e d p a c k i n g s t r u c t u r e M o s t s i m u l a t io n s c o n t a in m o r e t ha n 1 0
"*
p a r t i c l e s
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3 . 6 Sp h e r e R e a r r a n g e m e n t
do m a in h e i gh t (L z ) t o fi n d a n o v e r l a p - fi e e s t a b l e p o s i t i o n Wh e n thi s h a p p e n s , a n e w s e t o f
c e l l s w i t h k z = = N ^
^
z
+ 1 i s c r e a t e d
,
w h e r e N c
,
z i s t h e n u m b e r o f c e l l s a l o n g L z .
3 . 6 . 4 I m a g e Sph e r e A dd i t i o n
W h e n s ph e r e i h it s t h e b o u n da r y , f o r e x am p l e (0 , y , z ) , a n i m a g e s p h e r e h w i t h f j = r ;
a u t o m a t i c a l l y a p p e a r s a t t he o p p o s i t e b o u n d a ry s i d e (L x , y , z ) T h e a d di t i o n o f t he s p h e r e h
p r o b a bl y c a u s e s o v e r l a p s w i t h s u r r o u n di n g s p h e r e s T h e p r o g r a m s o r t s o u t t h e s e s p h e r e s a n d
r e a r r a n g e s t h em t h r o u g h t h e it e r a t iv e p r o c e s s d e s c r i b e d a b o v e .
3
.
6
.
5 Sp h e r e R e g i s t r a t i o n
Wh e n t h e s p h e r e / fi n d s i t s s t a b l e s it e , o n e i t e r a t i o n i s c o m p l e t e d . T h e s it e o f w hi c h i s
t e m p o r a ri l y s t o r e d T h e s ph e r e i i s t h e n g i v e n a s m a l l r a n d o m s hi ft h o ri z o n t a l l y A n e w
it e r a t i o n b e g in s T h e c y c l e o f r a n d o m di s p l a c i n g , m o v in g a n d r o l l in g t h e s p h e r e / i s r e p e a t e d
u n t i l a s p e c ifi e d n u m b e r o f s t a b l e s i t e s (N s , N s = 5 in t hi s w o r k ) a r e f o u n d Th e s e s it e s a r e t h e n
in de x e d a c c o r di n g t o t h e i r z c o o r di n a t e s , i e , z (I = l ) > z (I = 2 ) > z (I = 3 ) > • • • • > z (I = N s ) T h e
fi n a l s it e i s c o n t r o l l e d by th e in p u t p o r o s i t y in d e x (I ) T h e l a r g e r t h e I i s , t h e l o w e r s i t e i s
c h o s e n a n d v i c e v e r s a O n c e t h e s it e i s d e t e r m i n e d
,
t h e s p h e r e / is r e g i s t e r e d a s a s t a b l e ,
o v e r l a p
- fi ' e e p a r t i c l e a n d i s n o t a l l o w e d t o m o v e a ft e r w a r d s
T h e a b o v e fi v e s t e p s a r e th e n r e p e a t e d o n a n o t h e r s p h e r e , c ho s e o n s t e p 3 . 6 1 a s t h e l o w e s t
n o n - r e g i s t e r e d s p h e r e .
3 . 7 D a t a O u t p u t
T h e s u b r o u t i n e F IN A L SE T c a l c u l a t e s t h e fi n a l h e i gh t o f t h e d o m a in , t h e fi n a l p a c k i n g
p o r o s i t y , a n d p r i n t s o u t t h e p a c k in g d a t a in c l u d in g b o t h c o o r d in a t e s a n d r a di u s o f e a c h s p h e r e
A s e t o f t y p i c a l p a r a m e t e r o u t p u t s i s s h o w n in T a b l e 3 4
F i g u r e 3 2 1 s h o w s t h e r e s u lt o f t h e o v e r l a p - fr e e r a n d o m p a c k i n g g e n e r a t e d fr o m t he i n i t i a l
da t a o f F i g u r e 3 3 T h i s im a g e c o n t a i n s 2 9 , 5 1 7 p a r t i c l e s t o a l l o w f o r c l o s e e x a m in a t i o n o f t h e
s im u l a t e d p a c k i n g s t r u c t u r e M o s t s im u l a t i o n s c o n t a in m o r e t h a n 4 x 10
' *
p a r t i c l e s
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3 . 7 D a t a O u t p u t
T a b l e 3 4 A s e t o f t y p i c a l o u t p u t p a r am e t e r v a l u e s f o r r a n d o m s p h e r e p a c k i n g
P a r a m e t e r T y p i c a l v a l u e
I 0 3 8 93
L x (m m ) 2 0 4 4 1 5
L y (m m ) 2 0 44 1 5
L z (m m ) 2 0 143 2
dc (m m ) 1 13 2 9
n u m b e r o f p a r t i c l e s 5 1 , 5 8 9
N
c x ( = N c , y ) 1 8
N c
,
z 1 8
l u T
o
- 1 3 8 62 9
a 0 . 3
r „ (m m ) 0 54 14 3
n u m b e r o f i t e r a t i o n s 6 1 5
,
6 3 4
6 5
3 . 7 D a t a O u t p u t
F i g u r e 3 . 2 1 T h e r e s u l t a n t p a c k i n g w i t h t h e t a r g e t p o r o s i t y v a l u e o f ([) = 0 . 3 8 9 .
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4 R E SU L T S A N D D I SC U SS I O N
4 . 1 O v e r v i e w
I n t h i s c h a p t e r , s e l e c t e d s im u l a t i o n r e s u l t s a r e p r e s e n t e d F i r s t , th e r a n d o m c l o s e p a c k in g
(R CP ) r e s u l t s a r e s ho w n , i n c l u di n g t h e in fl u e n c e o f t h e s im u l a t i o n s i z e a n d s t a n d a r d d e v i a t i o n ,
a n d t h e p r o p e r t i e s o f r a n d o m c l o s e p a c k i n g o f u n i f o r m s p h e r e s [i e , t h e p a c k i n g p o r o s i t y , t h e
m e a n c o o r di n a t i o n n u m b e r a n d t h e r a d i al di s t r i b u t i o n f u n c t i o n (R D F )] T h e r e s u l t s o f r a n do m
p a c k i n g w i t h s p e c i fi e d p a c k in g p o r o s it y a r e t he n e x am i n e d , i n c l u d in g c o n t r o l o f t h e p a c k in g
p o r o s it y , t h e p r o p e r t i e s o f r an d o m l o o s e p a c k i n g (R L P ) o f u n i f o r m s ph e r e s (i . e . , t h e p a c k in g
p o r o s it y , t he m e a n c o o r di n a t i o n n u mb e r ) , e f e c t o f s t a n d a r d de v i a t i o n in R L P s t a t e s , a n d
c o m p a r i s o n s o f c o o r di n a t i o n n u m b e r d i s t r i b u t i o n s b e t w e e n R CP a n d R L P T h e r e a ft e r , t h e
r e s u l t s o f c o r r e la t io n l e n g t h e f e c t i n s p a t i a l ly c o r r e l a t e d r a n d o m p a c k i n g a r e s h o w n
V i s u a l i z a t i o n s o f s u c h a s p a t i a l ly c o r r e l a t e d r a n d o m p a c k i n g u s i n g t h e A V S g r a p hi c s p a c k a g e
a r e a l s o p r e s e n t e d F i n a ll y , t h e s c a li n g a p p r o a c h e s o f t h e a l g o r i t h m a r e p r e s e n t e d .
4 . 2 D e s c r i p t i o n o f E v a l u a ti o n P r o c e d u r e s
W e c a l c u l a t e t h e p a c k in g p o r o s i t y ( j) b y m e a s u r in g s ph e r e s w i t hi n t h e do m a i n i n w h i c h t h e
o v e r l a p - fr e e , s t a b l e c o n fi g u r a t io n e x i s t s W e c r e a t e d s e v e r a l p r o g r a m s t o c a l c u l a t e d if e r e n t
c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e s im u l a t e d p a c k in g s F i r s t , w e c o m p u t e o v e r l a p s f o r e a c h s p h e r e Si n c e
s in g l e p r e c i s i o n i s u s e d in t h e p a c k in g p r o g r am , f o r t he e x t r e m e c a s e s s u c h a s r o t a t i o n o f o n e
o f a x e s by a n a n g l e c l o s e t o e i t h e r z e r o o r 9 0
°
,
e r r o r s a r e in t r o d u c e d in c o m p u t a t i o n o f
t r i g o n o m e t r i c f u n c t i o n s T h e a v e r a g e o v e r l a p i s 0 0 1% o f t h e m e a n di a m e t e r w it h t h e
m a x i m u m o v e r l a p o f 2% f o r a l l s im u l a t i o n s T h e n w e c a l c u l a t e t h e c o o r di n a t i o n n u m b e r
di s t r ib u t i o n b y c o u n t i n g t h e n u m b e r o f c o n t a c t in g s p h e r e s . A c o n t a c t i n g s p h e r e w i t h a g i v e n
s p he r e i is d e t e r m in e d w h e n
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4 . 2 D e s c ri p t i o n o f E v a l u a t i o n P r o c e d u r e s
d i i < T i + r i
w h e r e , d i i = y (x , - x , )% (y ; - y ^ f + (z ^ - z , )
'
.
I t i s m e a s u r e d f o r s ph e r e s w it hi n t h e c e l l s o f 2 < i x < N c , x - 1 , 2 < j y < N c , y - 1 a n d 2 < k z < N c ^ - 1
in o r d e r t o a v o i d b o u n da ry e f f e c t s R D F i s m e a s u r e d w it hi n a r a di u s o f f o u r s p h e r e di a m e t e r s
o f t h e c e n t e r o f t h e d o m a i n F in a l l y , t h e p a r t i c l e s i z e di s t r i b u t i o n s (P SD ) i n t h e fi n a l R CP
s t a t e s a r e c o m p u t e d , s in c e t h e r e du c t i o n s o f s p h e r e s i z e s o n l y o c c u r i n R C P s T h e a v e r a g e
d e c r e a s e in m e a n v a l u e (r o = 0 2 5 ) i s b y 0 0 0 15 a n d t he a v e r a g e s u m o f e r r o r s q u a r e s b e t w e e n
t h e in p u t P SD a n d o u t p u t P SD i s 0 0 00 5 A s u m o f e r r o r s q u a r e s b e t w e e n t he i n p u t P SD a n d
o u t p u t P SD i s d e fi n e d by
^ = 2: [f >w - f . (k )r
k = l
w h e r e , f i (k ) — fi - a c t i o n o f t o t a l n u mb e r o f s p h e r e s i n t h e k - t h r a di u s di v i s i o n in t h e i n p u t P SD ,
f 2 (k ) — fi -a c t i o n o f t o t a l n u mb e r o f s p h e r e s i n t h e k - t h r a di u s di v i s io n in t h e o u t p u t
P SD
,
m — t o t a l n u m b e r o f r a di u s di v i s i o n s i n a P SD
4 . 3 R a n d o m C l o s e P a c k i n g
4
.
3 . 1 I n f l u e n c e o f t h e Sim u l a t i o n S i z e
N o c o m p l e t e t e s t o f t h e s im u l a t i o n s i z e f o r e i t h e r t h e p a c k i n g p o r o s i t y o r m e a n c o o r di n a t i o n
n u m b e r di s t r ib u t i o n h a s b e e n f o u n d i n li t e r a t u r e M o s c in s k i e t a l . ( 1 9 89 ) t e s t e d u p t o 4 x 1 0
^
s p he r e s a n d r e p o r t e d t h a t s a m p l e s i z e s g r e a t ly in fl u e n c e d t he fi n a l p a c k i n g p o r o s it i e s w he n t h e
n u m b e r o f p a c k i n g s ph e r e s w a s l e s s t h a n 1 0
^
.
T h e y s u g g e s t e d t h a t t o m i n i m i z e t h e i n fl u e n c e
o f t h e i n i t i a l c o n fi g u r a t i o n o n t h e fi n a l r e s u l t s r a t he r l a r g e e n s em b l e s s h o u l d b e u s e d
W e h a v e r u n s im u l a t i o n s c o n t a i n i n g b e t w e e n 1 0 a n d 5 x 10
^
s ph e r e s W e h a v e f o u n d t ha t
b o t h t h e p a c k in g p o r o s i t y {^ ) a n d t h e m e a n c o o r di n a t i o n n u m b e r (C N o ) a r e v a r i a b l e a n d th u s
n o t r e h a b l e if t h e s a m p l e s i z e s a r e s m a l l F i g u r e 4 1 i l l u s t r a t e s t h i s e f fe c t f o r b o t h ^ a n d C N o
B e c a u s e o f t h i s i n fl u e n c e o f s a m p l e s i z e , a l l t he p r o p e r t i e s p r e s e n t e d b e lo w a r e m e a s u r e d i n
t h e p a c k in g s o f a pp r o x im a t e ly 5 x 10
' *
s p h e r e s V a r i a t i o n s i n t he c o m p u t e d p r o p e r t i e s a r e
e x p e c t e d o n ly w h e n c h a n g i n g t h e in i t i a l c o n fi g u r a t i o n , m o r e p r e c i s e l y , t h e r a n do m s e e d . T h e
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4 . 3 R a n d o m C l o s e P a c k i n g
S
o
c
o
P - .
0 3 6 -
0 3 4
0 3 2
0 30 1—
0
- A j A j j A; ^ A - t 4 j _
O CT = 0 3 - ■ '
■T ^S— a = 0 0
2E + 4 4 E + 4 6 E + 4
N u m b e r o f S p h e r e s
8E + 4
(a )
<o
s
I
o
'
§
o
u
<D
6 . 1 2
6 0 6
6 0 0 -
5
.
9 4
0 — CT = 0 3
A —A A —J^s A -
_ L
(b )
2 E + 4 4 E + 4 6E + 4
N u m b e r o f S p h e r e s
- A
8 E + 4
F i g u r e 4 . 1 R a n d o m c l o s e p a c k i n g r e s u l t s a s a fi m c t i o n o f s im u l a t i o n s i z e : (a ) p a c k in g
p o r o s i t y ; (b ) m e a n c o o r d in a t i o n n u mb e r
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4 . 3 R a n d o m C l o s e P a c k i n g
p a c k i n g p o r o s it i e s v a r y o n t he o r d e r o f 0 0 1 T h e m e a n c o o r din a t i o n n u mb e r s f l u c t u a t e i n t h e
r a n g e o f 0 0 5 d e p e n d i n g o n r a n do m s e e d
4 . 3 . 2 R a n d o m C l o s e P a c k i n g o f U n i f o r m Sp h e r e s
(/
■
) P a c k i n g p o r o s i ty
W e o bt a i n t h e l i m i t i n g p a c k in g p o r o s i t e s fr o m 0 3 63 4 t o 0 3 6 3 5 , t h a t a r e i n e x c e ll e n t
a g r e e m e n t w i t h t h e e x p e r im e n t a l v a l u e o f 0 3 6 34 (Sc o t t , 1 9 6 2 ; F in n e y , 1 9 70 ) a n d t h e
s i m u l a t e d r e s u l t s ((|) « 0 3 6 3 fr o m C l a r k e a n d W i le y , 1 9 8 7 ; ( j) = 0 3 62 fr o m N o l a n a n d
K a v a n a gh , 1 9 92 )
(n ) Me a n c o o r d i n a t i o n n u m b e r
T h e m e a n c o o r d in a t i o n n u m b e r fo r R CP v a r i e s fr o m 5 9 4 t o 5 9 5 , t h a t i s i n e x c e ll e n t
a g r e e m e n t w i t h th e e x p e r im e n t a l v a l u e o f ~ 6 0 (B e m a l e t a l , 1 9 7 0 ) a n d t he s im u l a t e d r e s u l t s
[C N o « 6 0 b y J o dr e y a n d T o r y ( 19 8 1 ) a n d P o w e l l (1 9 8 1) ; C K = 5 9 b y N o l a n a n d K a v a n a g h
( 19 9 2 )]
( i i i ) R a d i a l d i s t r i b u t i o n Ju n c t i o n
T h e R D F f o r r a n do m c l o s e p a c k i n g (F i g u r e 4 2 ) e x hi b i t s a s p l it s e c o n d p e a k w i t h t h e s e c o n d
s u b p e a k a t 1 9 8 d i a m e t e r s h i g h e r t h a n t h e fi r s t s u b p e a k a t 1 7 0 di a m e t e r s a n d a t h i r d a n d f o u r t h
b l u n t e r p e a k s a t 2 6 5 a n d 3 . 6 0 di a m e t e r s T h e s e f e a t u r e s a r e in c o m m o n w i t h t h o s e o f F in n e y
( 19 7 0 ) f o r a b a l l b e a r i n g a s s em b ly a n d th e s im u l a t e d r e s u l t s u s i n g t h e c o l l e c t i v e r e a r r a n g e m e n t
m e t h o ds (Jo dr e y a n d T o r y , 1 9 8 1 ; C l a r k e a n d W i l e y , 1 9 8 7 ; a n d N o l a n a n d K a v a n a gh , 1 9 92 )
4 . 3
.
3 E f f e c t s o f S t a n d a r d D e v i a t i o n
(/ ) P a c k in g p o r o s i ty
T h e p a c k in g p o r o s i t e s fr o m c lo s e - p a c k e d s im u l a t i o n s f o r d i f f e r e n t s i z e di s t r ib u t i o n s a r e
p l o t t e d a g a i n s t t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n i n F ig u r e 4 3 F i g u r e 4 3 a l s o i n c l u d e s t h e r e s u lt s o f
c l o s e - p a c k e d s a n d s w it h s p h e r i c a l c o e f fi c i e n t v a l u e o f 0 8 6 fr o m e x p e r i m e n t a l w o r k o f S o h n
a n d M o r e l a n d ( 196 8 ) , t h e s im u l a t e d p a c k i n g p o r o s i t i e s fr o m N o l a n a n d K a v a n a g h ( 19 9 3) a n d
P o w e l l ( 19 80 ), a n d th e t h e o r e t i c a l c a l c u l a t i o n s o f Y u a n d St a n d i s h (19 87 ) O u r r e s u l t s a r e in
e x c e ll e n t a g r e e m e n t w i t h t h e e x p e r im e n t a l v a lu e s o f So h n a n d M o r e l a n d (19 6 8 ) , a n d
s i m u l a t e d r e s u l t s o f N o l a n a n d K a v a n a g h b y c o l l e c t i v e r e a r r a n g e m e n t ( 1 9 9 3 ) , a n d c l o s e t o t h e
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t h e o r e t i c a l p r e di c a t i o n s o f Y u a n d S t a n di s h ( 19 87 ) , b u t s i g n i fi c a n t ly l e s s t h a n P o w e ll
'
s r e s u l t s
u s i n g s e q u e n t i a l a dd it i o n ( 19 80 ) T h e r e a s o n fo r t h e s i g n i fi c a n t di f f e r e n c e fr o m P o w e l l
'
s
r e s u l t s ( 1 9 80 ) i s t h a t w e h a v e c o mb i n e d b o t h c o ll e c t iv e r e a r r a n g e m e n t a n d s e q u e n t i a l a dd i t i o n
in o u r a l g o r it h m r a t h e r t ha n u s in g a p u r e s e q u e n t i a l p r o c e s s T h e s im u l a t e d p a c k i n g p o r o s i t e s
in t h i s w o r k c o n s i s t e n t ly d e c r e a s e a s t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n in c r e a s e s w i t h l i t t l e fl u c t u a ti o n
w h i l e t h e r e s u l t s o f N o l a n a n d K a v a n a g h s h o w m u c h g r e a t e r fl u c t u a ti o n W e b e Ue v e t h a t t h e
v a r i a ti o n o f p a c k i n g p o r o s i ti e s fr o m N o l a n a n d K a v a n a g h (19 9 3 ) a r e d u e t o s m a l l s i m u l a ti o n
s i z e s (l e s s t h a n 5 x 1 0
^
) O u r r e s u lt s a l s o c o n fi r m t h e de m o n s t r a ti o n o f N o l a n a n d K a v a n a g h
( 19 9 3 ) t h a t l it t l e c h a n g e in t h e p a c k i n g p o r o s iti e s f o r di s t r i b u ti o n s w i t h s m a l l s t a n d a r d d e v i a ti o n
(a < 0 1) T h i s i s c o n s i s t e n t w i t h t h e o c c u p a ti o n a l m e c h a n i s m w hi c h e x i s t s f o r s i z e r a ti o
g r e a t e r t h a n t h e c r i ti c a l v a l u e o f r e p l a c e m e n t i n b i n a r y m ix t u r e s T h e r a n g e o f s i z e s p r e s e n t in
t h e s e di s t r ib u ti o n s i s n a r r o w a n d c o n s e q u e n t l y t h e i r r e l a ti v e s i z e r a ti o s a r e c l o s e t o o n e T h e
p a r ti c l e s a r e a b l e t o r e p l a c e e a c h o t h e r w i t hi n t h e p a c k i n g a n d t h e r e i s l it t l e c ha n g e in t h e
o v e r a l l p a c k i n g s t r u c t u r e
(« ) Me a n c o o r d i n a t i o n n u m b e r
F i g u r e 4 4 s ho w s t h e i n fl u e n c e o f t h e s t a n d a r d de v i a ti o n o n t h e m e a n c o o r di n a ti o n n u m b e r
f o r r a n d o m c l o s e p a c k i n g s R e s u h s fr o m P o w e l l ( 19 80 ) a n d N o la n a n d K a v a n a gh ( 19 9 3 ) a r e
s h o w n , a s w e l l W i t h i n c r e a s i n g i n s t a n d a r d d e v i a ti o n , P o w e l l
'
s d a t a r e m a i n a p p r o x im a t e ly
u n c h a n g e d w h i l e da t a o f N o l a n a n d K a v a n a gh s h o w a b ig i n c r e a s e a t t h e s t a n d a r d d e v i a ti o n a
« 0 4 T h i s in c r e a s e i s p r o b a b ly du e t o t h e e f fe c t o f t h e s m a l l s im u l a ti o n s i z e I t i s in t e r e s t i n g
t o n o t e t h a t t h e m e a n c o o r d i n a ti o n n u m b e r in o u r s im u l a ti o n r e m a in s a b o u t t h e s a m e w h e n t h e
s t a n d a r d d e v i ati o n is l e s s t h a n 0 4 b u t it de c r e a s e s g r a d u a l l y a s t he s t a n d a r d d e v i a ti o n i s g r e a t e r
t h a n 0 4 F i g u r e 4 5 s h o w s t h e c o o r di n a ti o n n u m b e r di s t r ib u ti o n s o f R C P s t a t e s f o r s t a n d a r d
de v i a ti o n o f 0 3 , 0 5 a n d 0 . 7 ; th e s e d i s t r i b u ti o n s a r e di v i d e d i n t o c o n t r i b u ti o n s fr o m s ph e r e s
w i t h di f f e r e n t r a d i i F i g u r e 4 6 p l o t s t h e a s s o c i a t e d p a r ti c l e s i z e di s t r i b u ti o n w i t h s t a n d a r d
de v i a ti o n o f 0 3 , 0 5 a n d 0 . 7 . F r o m F i g u r e 4 5 (a ) w e s e e t h a t a t t h e s t a n d a r d de v i a ti o n v al u e
o f 0 3
,
s p h e r e s w i t h r a d i i in t he r a n g e 0 15 - 0 2 5 c o n t r i b u t e t h e m o s t , s p h e r e s w it h r a di i in t h e
r a n g e 0 2 5
- 0 3 5 c o n t r ib u t e t h e s e c o n d m o s t A s t h e s t a n da r d d e v i a ti o n i n c r e a s e s t o a = 0 5
,
t h e do m in a n c e o f s p h e r e s w it h r a di i i n t h e r a n g e o f 0 1 5 a n d 0 3 5 d e c r e a s e s , b u t t he
c o n t r i b u ti o n fr o m s p he r e s w i t h r a d i i r a n g in g fr o m 0 . 0 5 t o 0 1 5 b e c o m e s m o r e im p o r t a n t a n d
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F i g u r e 4 5 (a ) D i s t r ib u t io n s o f c o o r d i n a t i o n n u mb e r o f R CP s t a t e s f o r a s t a n d a r d
d e v i a t i o n o f 0 . 3 , c o n t r i b u t e d by s p h e r e s o f v a r i o u s r a d i u s s i z e r a n g e s .
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F i g u r e 4 5 (c ) D i s t ri b u t i o n s o f c o o r di n a t i o n n u m b e r o f R CP s t a t e s f o r a s t a n d a r d
d e v i a t i o n o f 0 . 7 , c o n t ri b u t e d b y s p h e r e s o f v a ri o u s r a di u s s i z e r a n g e s .
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F i g u r e 4 6 T h e l o g - n o r m a l d i s t r i b u t i o n s o f s ph e r e r a d i i f o r s t a n d a r d d e v i a t i o n s o f 0 . 3 ,
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,
a n d 0 7 .
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s p h e r e s w i t h r a d i i g r e a t e r t h a n 0 5 5 in c r e a s e t he i r in f l u e n c e s o n t h e o v e r a l l c o o r di n a t i o n
n u mb e r di s t r i b u t i o n , a s w e l l [F i g u r e 4 5 (b ) ] T h e s e s h i ft s o f im p o r t a n c e a r e c o n s i s t e n t w i t h
t h e c h a n g e s o f p a r t i c l e s i z e d i s t r ib u t i o n s fi o m a = 0 3 t o a = 0 5 (F ig u r e 4 6 ) T h e s e e f e c t s
b e c o m e m o r e o bv i o u s w h e n t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n i s u p t o 0 7 . A n o t h e r in t e r e s t i n g fi n di n g i s
t ha t w i t h i n c r e a s e i n s t a n d a r d d e v i a t i o n (fi o m a = 0 3 t o a = 0 7 ) t h e a v e r a g e c o o r d i n a t i o n
n u m b e r s f o r s p h e r e s w it h d i f e r e n t r a di u s r a n g e s d e c r e a s e s l i g ht l y T hi s m e a n s t h a t , g e n e r a l l y
s p e a k i n g , t h e n u m b e r o f c o n t a c t s o f e a c h s p h e r e d e c r e a s e s s l i g h t l y w i t h s t a n d a r d d e v i a t i o n
e x c e p t f o r t h e l a r g e s t s ph e r e s B o t h t h e c o n t r i b u t i o n p a t t em c h a n g e s a n d t h e s l ig ht d e c r e a s e s i n
a v e r a g e c o n t a c t s f o r d i f e r e n t r a n g e s o f s p h e r e r a d i i m a k e t h e o v e r a l l c o o r d in a t i o n n u m b e r
d i s t r i b u t io n s s h i ft t o w a r d t he l e ft a n d b e c o m e n a r r o w e r w i t h i n c r e a s e i n s t a n d a r d d e v i a t i o n .
T h e o v e r a ll c o o r din a t io n n u m b e r d i s t r i b u t io n s f o r di f e r e n t s t a n d a r d de v i a t i o n s a r e i n g o o d
a g r e e m e n t w it h t h o s e o f N o l a n a n d K a v a n a g h (19 9 3 ) , a l t h o u gh t h e i r d a t a s h o w g r e a t e r
fl u c t u a t i o n s .
4 . 4 R a n d o m P a c k i n g w i t h C o n t r o l l a b l e P a c k i n g P o r o s i t y
4 . 4 . 1 C o n t r o l o f th e P a c k i n g P o r o s i t y
T h e p a c k i n g p o r o s i t y ((|) ) i s c o n t r o l l e d b y b o th th e in i t i a l p a c k in g p o r o s i t y (<t)o ) a n d t h e
p o r o s i t y i n d e x (I ) . T h e p a c k i n g p o r o s i t i e s p l o t t e d a g a i n s t t h e in i t i a l p o r o s i t i e s a n d t h e p o r o s i t y
i n di c e s fo r di f e r e n t s t a n d a r d d e v i a t i o n s a r e s h o w n i n F i g u r e 4 7 O n c e a s t a n d a r d d e v i a t i o n i s
g iv e n , de s i r e d p a c k in g p o r o s i t y c a n b e o bt a in e d b y s p e c i fy i n g ^o a n d I a c c o r d in g t o t hi s m a p
T h e p o r o s it y i n d e x i s c h o s e n s u c h t h a t w h e n 4)o i s i n t he r a n g e o f 0 4 5 a n d 0 50 , 1 = 1 ; w h e n ^ o
i s i n (0 4 0 , 0 4 5 ) , 1 = 2 e t c F o r i n s t a n c e , in o r d e r t o h a v e a r a n do m p a c k i n g w i t h cf) « 0 3 7
an d CT = 0 3 , fr o m t hi s fi g u r e w e fi n d th a t ^ o = 0 4 an d 1 = 2 . B y c h an g i n g t he s e tw o
p a r a m e t e r s i n t h e i n p u t p a r a m e t e r fi l e , t h e p r o g r a m w i l l c r e a t e t h e p a c k i n g w i th t he e x p e c t e d
p o r o s it y A r a n g e o f p a c k i n g p o r o s i t i e s [~ ((J) r c p , (I' R c p + O 1)] c a n b e a c hi e v e d , w h e r e V c p i s t h e
p a c k i n g p o r o s i t y o f a r a n do m c lo s e p a c k in g I t v a r i e s a c c o r d in g t o s t a n d a r d d e v i a t i o n .
V c p + 0 1 i s t h e p a c k in g p o r o s i t y o f t h e r a n d o m l o o s e p a c k i n g f o r t h e s am e s t a n d a r d d e v i a t i o n
P a c k i n g p o r o s it y w i t h a s t a n d a r d d e v i a t i o n n o t s h o w n i n t h e F i g u r e 4 7 c a n b e e s t im a t e d by
in t e r p o l a t i o n
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F o r c o m p a ri s o n , N o l a n a n d K a v a n a gh ( 199 3 ) c o n t r o l l e d v a ri o u s p a c k in g p o r o s i t y b y
c h a n g in g b o t h t h e in i t i a l p o r o s i ty a n d t h e in i t i a l do m a in h e i g ht L a r g e s p h e r e n u m b e r s a n d
s m a l l h e i gh t t e n d e d t o w a r d s r a n do m c l o s e p a c k i n g w h il e l o w s p h e r e n u m b e r a n d l a r g e h e i g ht
t e n d e d t o w a r d s r a n do m l o o s e p a c k i n g H o w e v e r , w e h a v e n o t f o u n d a n y p u b Us h e d a l g o ri t hm s
t h a t c o n t r o l p a c k i n g p o r o s it i e s t o t he s a m e de g r e e t o t h a t o u r a l g o ri t hm d o e s .
4 . 4 . 2 R a n d o m L o o s e P a c k i n g o f U n i f o r m Sp h e r e s
(z) P a c k in g p o r o s i ty
T h e l im i t i n g p o r o s it y f o r R L P i s 0 4 6 6 4 , w h i c h i s s im i l a r t o t h e s im u l a t e d v a l u e 0 4 5 b y
B a r k e r a n d M e h t a (19 9 2 , u s in g t he c o ll e c t i v e r e l a x a t io n m o d e l ) a n d t h e e x p e ri m e n t a l v a l u e
0 4 4 5 o bt a in e d by O n o da a n d L i n ig e r ( 1 9 92 ) , b u t it i s l o w e r t h a n t h e s im u l a t e d r e s u l t o f N o l a n
a n d K a v a n a g h ( 199 3 , ( |) = 0 4 9 1 , u s i n g t h e c o l l e c t iv e r e l a x a t i o n m o d e l) a n d s i g n i fi c a n t ly
h i gh e r t h a n t h e s im u l a t e d v a l u e s by t h e in d iv i d u a l r e l a x a t i o n m e t h o d (e g , ^ = 0 4 18 f r o m
V i s s c h e r a n d B o l s t e r l i
,
1 9 7 2 ; (t) = 0 4 2 fi - o m P o w e ll , 1 9 80 )
(« ) M e a n c o o r d i n a t i o n n u m b e r
Si n c e t h e p u b l i s h e d p a c k in g p o r o s it i e s f o r R L P s v a r y f r o m 0 4 t o 0 4 9 1, i t i s d i fi c u l t t o
m a k e s im p l e c o m p a ri s o n s o n m e a n c o o r di n a t i o n n u m b e r . T a b l e 4 . 1 s h o w s t he r e l a t i o n s o f
p a c k i n g
T a b l e 4 1 C o mp a ri s o n o f p a c k in g p o r o s i t i e s a n d m e a n c o o r di n a t i o n n u m b e r s i n R L P s .
P a c k i n g
p o r o s i t y
M e a n c o o r d in a t i o n n u m b e r
f r o m thi s w o r k R L P , fi
-
o m o t h e r r e s e a r c h e r s
0 4 5 . 9 0 4 5 5 (p a c k e d b y Sc o t t , 1 9 60 )
0 4 2 5 . 9 0 1 6 0 ( s im u l a t e d b y P o w e l l , 19 80 )
0 4 5 5 8 9 4 4 8 (s i m u l a t e d b y B a r k e r a n d M e h t a , 19 92 )
0 4 6 6 5 8 84 4 4 - 4 6 (s i m u la t e d b y N o l a n a n d K a v a n a g h , 1 9 9 3 )
p o r o s i t y v e r s u s m e a n c o o r d in a t i o n n u m b e r b e tw e e n t hi s w o r k a n d th e w o r k fi
-
o m o t h e r
r e s e a r c h e r s I t i s s e e n t h a t t h e m e a n c o o r di n a t i o n n u mb e r s a r e h i gh e r t h a n b o t h th e
e x p e ri m e n t a l v a l u e by S c o t t ( 1 9 60 ) a n d t he s im u l a t e d v a l u e s u s in g t h e c o l l e c t iv e r e l a x a t i o n
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m o d e l (B a r k e r a n d M eh t a , 1 9 9 2 ; N o l a n a n d K a v a n a g h , 1 9 9 3 ) e x c e p t f o r t h e r e s u l t o f P o w e l l
(1 9 80 ) u s in g t h e in d iv i d u a l r e l a x a t i o n m e t ho d I t i s b e l i e v e d t h a t t h e s e q u e n t i a l p r o c e s s f e a t u r e
i n o u r a l g o r i t h m d e t e r m i n e s t h e h i g h e r m e a n c o o r di n a t i o n n i u n b e r Sc o t t ( 1 9 60 ) b u i l t h i s R L P
m o d e l by t i p p in g a v e s s e l c o n t a i n i n g b a l l b e a r in g s , s lo w l y r o t a t in g i t t o it s v e r ti c a l p o s it i o n
T h i s p r o c e s s i n v o lv e s m a n y - p a r t i c l e s im u lt a n e o u s o p e r a t i o n s , w h i c h p r o v i d e s m o r e c h a n c e s o f
f o r m i n g c o m p l e x , s t a b l e , s t r u c t u r a l c o m p o n e n t s , s u c h a s b ri d g e s a n d a r c h e s (s e e F i g u r e
2 14 ) T h e c o l l e c t i v e r e l a x a t i o n m o d e l t ri e s t o s im u l a t e t hi s p hy s i c a l p r o c e s s b y de fi n i n g t w o o r
m o r e t o u c h i n g s ph e r e s a s a s e e d a n d m o v i n g t h e s e e d u n t i l a s t a b l e c o n fi g u r a t i o n i s a c hi e v e d
w hi l e in o u r a l g o ri t h m , s p h e r e s a r e s e t t l e d s e q u e n t i a l l y , a n d a b ri d g e i s b u i lt w h e n e v e r a
s p h e r e c o m e s i n l a t e r a l c o n t a c t w i t h o n e o r t w o s t a b l e s p h e r e s , w hi c h i n h e r e n t ly p r o du c e s l e s s
b ri dg e s Gr e n e r a l l y s p e a k i n g , t h e m o r e bri d g e s a r e b u i l t , t h e l e s s c o n t a c t s w it h th e s e b ri d g e d
s p h e r e s a r e m a d e , t he r e f o r e t h e lo w e r c o o r d in a t i o n n u m b e r i s a c hi e v e d .
4 . 4 . 3 E f f e c t s o f St a n d a r d D e v i a t i o n i n R a n do m L o o s e P a c k i n g
(i ) P a c k i n g p o r o s i ty
T h e p a c k in g p o r o s i t i e s f o r l o o s e - p a c k e d s im u l a t i o n s p l o t t e d a g a in s t t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n a r e
s h o w n in F ig u r e 4 8 T h e e x p e ri m e n t a l v a l u e s fr o m W a k em a n ( 19 7 5 ) a n d t he s im u l a t e d
r e s u l t s fr o m N o l a n a n d K a v a n a gh ( 19 93 ) a r e i n c lu d e d fo r c o m p a ri s o n T h e s im u l a t e d p a c k in g
p o r o s it i e s a r e in g o o d a g r e em e n t w i t h t h e s i m u l a t e d r e s u l t s o f N o l a n a n d K a v a n a g h F o r l a r g e
s t a n d a r d d e v i a t io n s (a > 0 3 ) t h e p a c k i n g p o r o s it i e s a r e c l o s e t o t h e e x p e ri m e n t a l r e s u l t s o f
W a k e m a n H o w e v e r , f o r s m a l l s t a n d a r d d e v i a t i o n s , t h e c o m p u t e r s im u l a t e d p a c k i n g
p o r o s it i e s a r e m u c h h ig h e r
(» ) M e a n c o o r d i n a t i o n n u m b e r
W e s h o w t h e m e a n c o o r d in a t i o n n u m b e r a s a fi u i c t i o n o f s t a n d a r d de v i a t i o n s i n F i g u r e 4 9
T h e s im u l a t e d r e s u lt s o f N o l a n a n d K a v a n a gh ( 199 3 ) a r e s ho w n in t h e fi g u r e f o r c o m p a ri s o n .
T h e m e a n c o o r d in a t i o n n u m b e r s fr o m thi s r e s e a r c h a r e s i g n i fi c a n t ly hi g h e r t ha n t h e r e s u lt s o f
N o l a n a n d K a v a n a g h (s e e t h e p r e v i o u s s e c t i o n 4 2 2 f o r r e a s o n ) T h e y r e m a in a p p r o x im a t e ly
t h e s a m e v a l u e a s t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n s v a l u e s a r e b e lo w 0 . 4 a n d d e c r e a s e w h e n t h e s t a n d a r d
d e v i a t i o n s a r e g r e a t e r t h a n 0 4 T h i s p a t t em i s s i m i l a r t o t h a t in t h e r a n d o m c l o s e p a c k in g s
W e b e l i e v e t h a t t h e s a m e r e a s o n s t a k e p l a c e a s t h o s e in R CP s t a t e s W it h i n c r e a s i n g in
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4 . 4 R a n d o m P a c k i n g w i t h C o n t r o l l a b l e P a c k i n g P o r o s i t y
s t a n d a r d d e v i a t i o n , t h e n u m b e r o f s m a l l p a r t i c l e s i n c r e a s e s T h e s e s m a l l p a r t i c l e s h a v e
r e l a t i v e ly l o w c o o r di n a t i o n n u m b e r s Se c o n d ly , t h e n u m b e r o f c o n t a c t s o f e a c h s p h e r e
d e c r e a s e s w it h s t a n da r d d e v i a t i o n e x c e p t f o r th o s e o f t h e l a r g e s t s ph e r e s I n c o n t r a s t , t h e
r e s u l t s fr o m N o l a n a n d K a v a n a gh s h o w t h a t t he m e a n c o o r d in a t io n n u m b e r s r e m a i n
a p p r o x i m a t e ly c o n s t a n t a s t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n in c r e a s e s T h e b i g j u m p a t a = 0 8 4 i s , w e
b e l i e v e , d u e t o t h e in f lu e n c e o f t h e s m a l l s i m u l a t i o n s i z e
4 . 4 . 4 C o mp a ri s o n s o f C o o r d i n a t i o n N u m b e r D i s t ri bu t i o n s b e t w e e n R C P a n d
R L P
T h e o v e r a l l d i s t r i bu t i o n s o f c o o r d i n a t io n n u mb e r s o f R C P a n d R L P s t a t e s f o r di f f e r e n t
s t a n d a r d d e v i a t i o n s a r e s h o w n in F i g u r e 4 10 . T h e s i g n i fi c a n t c h a n g e s a r e p r e s e n t in t he s e
g r a p h s A s t h e s t a n d a r d de v i a t i o n in c r e a s e s , t h e d i s t r i b u t io n s f o r b o t h R CP a n d R L P s t a t e s
b e c o m e n a r r o w e r a n d s h i ft e d t o w a r d s l e ft . T h e u p p e r t a i l s o f t h e s e t w o di s t r ib u t i o n s b e c o m e
l o n g e r w i th in c r e a s e in s t a n da r d d e v i a t i o n . A t l a r g e s t a n d a r d d e v i a t i o n s , t h e s e di s t r ib u t i o n s f o r
R C P a n d R L P b e c o m e m o r e s im i l a r T h e s e c h a n g e s a r e c o n s i s t e n t w it h t h o s e o f N o l a n a n d
K a v a n a g h e x c e p t t h a t w e h a v e hi g h e r m e a n c o o r di n a t i o n n u m b e r s fo r R L P s t a t e s a s s t a n da r d
d e v i a t i o n i s l e s s t h a n 0 6
T h e c h a n g e s i n t he s e di s t r ib u t i o n s a r e c a u s e d b y c h a n g e s o f p a r t i c l e s i z e d i s t r i b u t i o n w i t h
s t a n d a r d d e v i a t i o n T h e m o r e s m a l l p a r ti c l e s , t he l e s s c o n t a c t s w i t h t h e s e p a r t i c l e s , w h i c h ,
t h e r e f o r e , m a k e s t h e d i s t r i b u t i o n s s h i ft t h e l e ft a n d t he a d di t i o n o f l a r g e r p a r t i c l e s c o n t ri b u t e s
t o t h e l o n g e r t a i l o f t h e d i s t ri b u t i o n s . G r a ph s 4 10 (c ) - (d) a l s o c l e a r l y s h o w t h a t t h e fi l l i n g
m e c h a n i s m i s s i g n i fi c a n t w h e n s t a n d a r d de v i a t i o n i s g r e a t e r th a n 0 4 , i e , t h e a dd i t i o n o f s m a l l
p a r t i c l e s d o e s n o t a f f e c t t h e o v e r a l l s t r u c t u r e o f a p a c k i n g c o n t r o l l e d by l a r g e r c o m p o n e n t s ;
t h e s e s m a l l p a r t i c l e s a r e n e s t e d w it h i n t h e v o i d s p r o d u c e d by t h e l a r g e r p a r t i c l e s
Si n c e in m o s t s t u di e s t he c o o r d in a t i o n n u m b e r di s t ri b u t i o n h a s b e e n f o u n d t o b e a v e r y
u s e f i i l w a y o f c h a r a c t e ri z i n g t h e g e o m e t r y o f a p a c k i n g (e g , G r a t o n a n d F r a s e r , 1 9 3 5 ;
F in n e y , 19 83 ; C o n w a y a n d Sl o a n e , 1 9 9 3 ) , it i s e x p e c t e d t h a t t h e c h a n g e s in c o o r d i n a t i o n
n u m b e r d i s t ri b u t i o n s w i t h s t a n d a r d de v i a t i o n s b e tw e e n R CP a n d R L P w i l l a f f e c t t h e s i z e
d i s t ri b u t i o n s a n d c o n n e c t iv i t y o f i n t e r s t i c e s , a n d t h u s c a p i l l a r y a c t i o n s a n d N A P L r e s i d u a l
s a t u r a t i o n s
,
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4 . 5 Sp a t i a l l y C o r r e l a t e d R a n d o m P a c k in g
N o p u b l i c a t i o n s o f a r h a s b e e n f o u n d t o a d dr e s s s p a t i a l l y c o r r e l a t e d r a n d o m p a c k i n g s G i v e n
s p a t i a l l y c o r r e l a t e d p - fi e l d i n f o r m a t i o n , o u r a l g o r i t hm i s a b l e t o g e n e r a t e a p a c k i n g w i t h a n y
t y p e o f c o r r e l a t i o n I n t h i s s e c t i o n , t h e in f l u e n c e o f s im u l a t i o n s iz e i s e x a m in e d a n d r e s u lt s o f
c o r r e l a t i o n l e n g t h e f fe c t s a r e s h o w n V i s u a l i z a t i o n o f s u c h a m e d iu m i s a l s o p r e s e n t e d .
4 . 5 . 1 I n f l u e n c e o f th e Sim u l a t i o n S i z e
I t h a s b e e n fo u n d t h a t b o t h t h e p a c k i n g p o r o s i t y a n d m e a n c o o r di n a t i o n n u m b e r a r e s t r o n g l y
in f l u e n c e d by n o t o n ly t h e c o r r e l a t i o n l e n g t h b u t a l s o t h e s t a n da r d d e v i a t i o n o f t h e p a r t i c l e s i z e
di s t r i b u t io n a n d d o m a i n s i z e F i g u r e 4 1 1 i l l u s t r a t e s t h i s e f f e c t f o r b o t h ^ a n d CN o in R CP
s t a t e s I n o r de r t o r e a c h a c o n s t a n t s t a t e
,
a l a r g e r s im u l a t io n s i z e i s r e q u i r e d fo r t he p a c k in g o f
s p h e r e s w it h t h e l a r g e r s t a n da r d d e v i a t i o n I n t h e a n a l y s e s b e l o w w e u s e t h e p a c k in g o f
a p p r o x im a t e l y 1 0
^
s p h e r e s w it h s t a n d a r d de v i a t i o n a = 0 3 t o a v o i d s im u l a t i o n s i z e e f fe c t I n
a dd i t i o n
,
a d im e n s i o n l e s s c o r r e l a t i o n l e n g t h (e g , L c x /L x , L c y/ L y , a n d L c z / L z , w h e r e L e x a n d
L x a r e c o r r e l a t i o n l e n g t h a n d d o m a i n l e n g t h i n x d i r e c t io n , r e s p e c t i v e l y ) a s s t a n d a r d
p a r a m e t e r s
4
.
5
. 2 E f f e c t o f C o r r e l a t i o n L e n g t h
T h e m a c r o s c o p i c p r o p e r t i e s o f a s p a t i a l l y c o r r e l a t e d r a n do m p a c k in g g e n e r a t i o n a r e h i gh l y
a f fe c t e d by b o t h t h e c o r r e l a t i o n l e n g t h s a n d ho w c l o s e t h e p - fi e l d h i s t o g r am is t o a u n i f o r m
di s t r i b u t io n
,
w hi c h a l s o d e p e n d s o n t h e c o r r e la t i o n l e n g t h s W e ha v e fi r s t t e s t e d the e f f e c t o f
c o r r e l a t i o n l e n gt h o n u n i f o r m i t y o f t h e p - fi e l d di s t r i b u t i o n s a n d fo u n d w h e n L c x /L x < 0 2 ,
L c y /L y < 0 2 a n d L c z / L z < 0 0 5 o r w h e n L c x / L x < 0 5 , L c y /L y < 0 . 5 a n d L c z / L z
= 0 t h e p - fi e l d
h i s t o g r am s h a v e m e a n v a l u e s o f 0 5 + 0 0 0 5 a n d s t a n d a r d d e v i a t i o n s b e t w e e n 0 2 8 7 a n d 0 2 9 5
P a c k i n g p o r o s it y a n d m e a n c o o r di n a t i o n n u mb e r v e r s u s c o r r e l a t i o n l e n g t h f o r b o t h t h e R C P a n d
R L P s t a t e s a r e p l o t t e d i n F ig u r e 4 12 a n d F i g u r e 4 13 I n t h e s e fi g u r e s , t h e s a m e c o r r e l a t i o n
l e n g t h (L c x /L x ) i s a p p l i e d f o r b o th x a n d y di r e c t i o n s a n d t h e r e i s n o s p a t i a l c o r r e l a t i o n a l o n g z
(v e r t i c a l ) di r e c t i o n (L c z /L z = 0 ) B o t h t he p a c k i n g p o r o s i t y a n d m e a n c o o r d in a t i o n n u m b e r
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s h o w in c r e a s in g v a r i a t i o n w h e n L c x /L x > 0 1 T h u s t o m i n im i z e t he i n f l u e n c e o f c o r r e l a t i o n
l e n g t h , do m a i n l e n g t h t e n t im e s g r e a t e r t h a n c o r r e l a t io n l e n g t h s h o u l d b e u s e d
4 . 5 . 3 V i s u a l i z a t i o n R e s u l t s
T h e A V S g r a p h i c s p a c k a g e (A dv a n c e d V i s u a l i z a t i o n Sy s t e m s , I n c , 1 9 92 ) i s u s e d t o
v i s u a l i z e t h e r e s u l t s o f s p a t i a l ly c o r r e l a t e d r a n d o m p a c k i n g s F i g u r e 4 . 1 4 s h o w s d i f f e r e n t
l a y e r s o f t h e p a c k in g w i t h (a ) a l o g - n o r m a l p a r t i c l e s i z e di s t r ib u t i o n w i t h a = 0 3 , T q = 0 2 5 ,
(2 ) c o r r e l a t i o n l e n g t h s o f L e x = L e y = 4 « 3 . 5 x D m a n d L e z = 1 « D m , w h e r e D m i s t h e l a r g e s t
s p h e r e d i am e t e r E a c h im a g e i s c r e a t e d a t a h e ig h t o f o n e D m a b o v e t h e p r e v i o u s l a y e r . T h e
o r i g i n a l l a y e r i s t a k e n a t t h e h e i gh t o f z = 5 (F ig u r e 4 15 ) St r o n g s p a t i a l t r e n d s a r e s h o w n in
t h e s e i m a g e s I t i s i n t e r e s t i n g t o n o t e t h a t t h e l e n g t h s , w i d t h s a n d h e i g h t s o f t h e c o r r e l a t e d
s p a c e a r e g r e a t e r t h a n t h e s p e c i fi e d c o r r e l a t i o n l e n g th s T h i s i s c a u s e d b y t he c o v a r i a n c e m o d e l
u s e d ( = e *'
" " "
) t o o b t a in L e x , L e y a n d L c z T h e s p a t i a l c o r r e l a t i o n s a c t u a l ly
v a n i sh w h e n h x > 3 L c x , h y > 3 L c y an d h z > 3 L e z .
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F i g u r e 4 . 1 4 ( a ) V i s u a l i z a t i o n o f a s p a ti a l l y c o r r e l a t e d r a n d o m p a c k i n g w i t h
L
c x
/ L
x
= L
c y
/ L
y
= 0 . 2 a n d U z / L z = 0 . 0 5 a t t h e h e i g h t o f z = 5 .
4 . 5 Sp a t i a l l y C o r r e l a t e d R a n d o m P a c k i n g
F i g u r e 4 . 14 (b ) V i s u a l i z a t i o n o f a s p a t i a l l y c o r r e l a t e d r a n d o m p a c k i n g w i t h
L
c x
/ L x = L c y /L y = 0 . 2 a n d L c z / L z = 0 . 0 5 a t t h e h e i gh t o f z = 6 .
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4 . 5 S p a t i a l l y C o r r e l a t e d R a n d o m P a c k i n g
F i g u r e 4 . 1 4 ( c ) V i s u a l i z a t i o n o f a s p a t i a l l y c o r r e l a t e d r a n d o m p a c k i n g w i t h
L c x /L x = L c y/ L y = 0 . 2 a n d L c z / L z = 0 . 0 5 a t t h e h e i g ht o f z = 7 .
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4 . 5 S p a t i a l l y C o r r e l a t e d R a n d o m P a c k i n g
F i g u r e 4 . 14 (d ) V i s u a l i z a t i o n o f a s p a t i a l l y c o r r e l a te d r a n do m p a c k i n g w i t h
L c x / L x = L c y/ L y
= 0 . 2 a n d L
c z
/ L z = 0
. 0 5 a t t h e h e i g h t o f z = 8 .
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4 . 5 S p a t i a l l y C o r r e l a t e d R a n d o m P a c k i n g
Z , i
. ♦ ^
"
y
T h e o ri g i n a l im a g e [F i g u r e 4 14 (a )]
T h e o ri g in a l l a y e r a t z = 5
F i g u r e 4 15 T h e o ri g in a l l a y e r [F i g u r e 4 14 (a )] i s t a k e n a t z = 5
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4 . 6 A l g o r i t h m Sc a l i n g A p p r o a c h
4 . 6 A l g o r i t h m Sc a l i n g A p p r o a c h
F i g u r e 4 16 s h o w s ho w n u mb e r o f i t e r a t i o n s (N i) a f f e c t s C PU t im e (s e c o n d ) fo r di f f e r e n t
s t a n d a r d d e v i a t i o n s I t in di c a t e s t h a t t h e p r o g r am s p e e d s c a l e s a p p r o x im a t e l y l i n e a r ly w i t h t h e
n u m b e r o f i t e r a t i o n s . L i n e a r r e g r e s s i o n s o f l o g (N i) v e r s u s lo g (CP U ) y i e l d t h a t , f o r e a c h R
^
c a l c u l a t e d
,
R
^
> 99 8 % w h i c h s u g g e s t s t h a t t h e y a r e a c t u a l l y l o g - l o g l i n e a r r e l a t io n s h i p s
F i g u r e 4 17 d e m o n s t r a t e s t h a t l o g (C PU ) in c r e a s e s l in e a r ly w it h s t a n d a r d d e v i a t i o n T h e
r e s u l t s a r e c o n s i s t e n t w it h t h e p r e di c t i o n in C h a p t e r 3
P a c k i n g p o r o s i t y v e r s u s n u m b e r o f i t e r a t i o n s f o r t h e s t a n d a r d de v i a t i o n s 0 0 a n d 0 3 a t t h e
p a c k i n g o f a b o u t 5 x 1 0
' '
s ph e r e s a r e p l o t t e d i n F i g u r e 4 18 I t s h o w s t h a t p a c k i n g p o r o s i t y
d e c r e a s e s a s l o g (N i) i n c r e a s e s A g r e a t n u m b e r o f i t e r a t i o n s i s r e q u i r e d t o o b t a i n t h e c l o s e s t
p a c k i n g F i g u r e 4 . 1 9 a l s o s ho w s h o w n u m b e r o f p a c k e d s p he r e s a r e a f f e c t e d by n u m b e r o f
i t e r a t i o n s in r a n do m c l o s e p a c k in g g e n e r a t i o n s .
T h e p r o g r a m i s w r i t t e n i n F OR T R A N a n d r u n o n a S G I / in d i g o I t i s c a p a b l e o f h a n dl i n g u p
t o 8 x 1 0
^
s p h e r e s w i t h s t a n d a r d d e v i a t i o n i n t h e r a n g e 0 t o 0 7
9 8
4 . 6 A l g o r i t h m Sc a l i n g A p p r o a c h
6 0
4 . 0 -
H - l
2 0
0 . 0
L o g (N i )
F i g u r e 4 16 C P U t im e (s e c o n d) a s a fu n c t i o n o f b o t h n u m b e r o f i t e r a t i o n (N u )
a n d s t a n da r d d e v i a t io n (a ).
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4 . 6 A l g o r i t h m S c a l i n g A p p r o a c h
o
o
h 4
0 2 0 4
St a n d a r d D e v i a t i o n
F i g u r e 4 1 7 L o g (CP U ) v e r s u s s t a n d a r d d e v i a t i o n a t a p p r o x im a t e l y 3 16 3 0 it e r a t i o n s
10 0
4 . 6 A l g o r i t h m Sc a l i n g A p p r o a c h
2
o
P h
M
c
P h
0 , 4 5 -
0 . 4 0 -
0
.
3 5 -
O CT = 0 3
5 0 5 5 6 0
L o g (N i )
6 . 5 7 0
F i g u r e 4 18 P a c k i n g p o r o s i t y v e r s u s n u mb e r o f i t e r a t i o n s f o r t h e r a n d o m p a c k i n g o f
a b o u t 5 x 1 0
' *
s ph e r e s
10 1
4 . 6 A l g o ri t h m S c a l i n g A p p r o a c h
3 E + 5
2 E + 5 -
CO
( U
; - i
4 )
J 3
O ,
C/ 3
O
( - 1
<u
S
I
2 E + 5 -
l E + 5 -
5E + 4 -
CT = 0 . 3
L o g (N , )
F i g u r e 4 . 1 9 V a ri a t i o n o f n u m b e r o f p a c k e d s p h e r e s w i t h l o g (N i)
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5 C O N C L U SI O N S
A m o n g t h e s i g n i fi c a n t r e s u l t s a n d c o n c l u s io n s o f t hi s r a n d o m p a c k i n g s t u d y a r e t h e
f o l l o w i n g :
• T h e r a n do m p a c k i n g m o d e l i s a u s e fi i l t o o l f o r g a i n i n g f u n da m e n t a l k n o w l e dg e o f t h e
m i c r o s t r u c t u r e i n p o r o u s m e d i a a n d fo r p r o v i d in g q u a n t i t a t i v e , p o r e - g e o m e t r y i n f o r m a t i o n
in t h e d e v e l o p m e n t o f a t h e o r e t i c a l n e t w o r k m o d e l
• T h e r a n do m p a c k i n g a l g o r i t h m de v e l o p e d h e r e c a n h a n dl e a s m a n y a s 8 x 10
^
p a r t i c l e s w i t h
a s p h e r e r a di u s s t a n d a r d d e v i a t i o n in th e r a n g e 0 t o 0 7 T h e p a c k i n g s t a t e c a n b e
c o n t r o l l e d b e t w e e n r a n do m l o o s e p a c k in g a n d r a n do m c lo s e p a c k in g i n a g r a v i t a t i o n a l ly
s t a b l e m a n n e r .
• T h e a l g o r i t hm c a n g e n e r a t e n o t o n l y p u r e ly r a n d o m p a c k i n g b u t a l s o r a n do m p a c k i n g w i th
s p a t i a l c o r r e l a t i o n
• B o t h t h e p a c k i n g p o r o s i t y a n d m e a n c o o r d in a t i o n n u mb e r a t t a i n c o n s t a n t s t a t e s w h e n t h e
n u m b e r o f p a c k e d s p h e r e s i s g r e a t e r t h a n 3 x 1 0
' *
in t h e p u r e l y r a n do m p a c k i n g H o w e v e r ,
i n c o r r e l a t e d r a n do m p a c k i n g , w h e n t h e s e t w o p r o p e r t i e s r e a c h c o n s t a n t s t a t e s i s hi gh ly
de p e n d e n t u p o n t h e c o r r e l a t i o n l e n g t h , t h e s t a n da r d d e v i a t i o n o f t h e p a r ti c l e s i z e
di s t r ib u t i o n
,
a n d t h e d o m a in l e n g t h A t a g i v e n c o r r e l a t i o n l e n g t h, t h e h i gh e r t h e s t a n da r d
de v i a t i o n
,
t h e la r g e r do m a in s i z e t h a t i s r e q u i r e d t o m i n im i z e v a r i a t i o n s o f p a c k i n g p o r o s i t y
a n d m e a n c o o r di n a t i o n n u mb e r
• T h e p a c k in g p o r o s i ty f o r b o t h c l o s e a n d lo o s e p a c k e d l a t t i c e s d e c r e a s e a s t he s t a n d a r d
d e v i a t i o n in c r e a s e s T h e p a c k i n g s t r u c t u r e i s de t e r m i n e d by t h e o c c u p a t i o n a l m e c h a n i s m
fo r l o w s t a n d ar d d e v i a t io n (a < 0 . 1 ) w hi l e t he fi l li n g m e c h a n i s m b e c o m e s do m in a n t f o r
h i g h s t a n d a r d d e v i a t io n (a > 0 4 )
• T h e m e a n c o o r di n a t i o n n u m b e r de c r e a s e s a s t he s t a n d a r d de v i a t i o n in c r e a s e s w h e n a > 0 . 4
f o r b o t h R C P a n d R L P s t a t e s
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• T h e a b o v e c h a r a c t e r i s t i c s in d i c a t e t h e p o r e s t r u c t u r e c h a n g e s w i t h p a r t i c l e s i z e d i s t r i b u t i o n ,
w h i c h w i ll d e fi n i t e l y i n fl u e n c e t h e fl u i d di s t ri b u t i o n s i n a p a c k e d m e di u m
T h i s r a n d o m p a c k i n g m o d e l p r o v i d e s a u s e fi a l a n d in t e r e s t i n g c o n c e p t u a l m o d e l o f p o r o u s
m e di a
,
t h e r e by a dv a n c in g t h e f u n d a m e n t a l u n de r s t a n di n g o f t h e c o m p l e x p o r e s t r u c t u r e . T hi s
w o r k h a s f u l fi l l e d t h e fi r s t p a r t o f t h e o bj e c t i v e w hi c h i s t o g e n e r a t e r a n do m p a c k in g s o f p o r o u s
m e di a . T o a c h i e v e t h e n e x t p a r t o f t h e o bj e c t i v e w h i c h i s t o o bt a in q u a n t i t a t iv e in f o r m a t i o n o n
p o r e s t r u c t u r e , a c o n t in u i n g r e s e a r c h e f fo r t s h o u l d b e u n d e r t a k e n in v o l v in g ( 1) q u a n t i fy i n g t h e
c o r r e l a t i o n s in t h e fi n a l s p a t i a l ly c o r r e l a t e d r a n d o m p a c k i n g , s in c e t h e c o r r e l a t i o n s a r e
g e n e r a t e d in t h e in i t i a l p a c k i n g a n d r e a r r a n g em e n t o f s p h e r e s i s p e r f o r m e d a ft e r w a r d s , a l t e r in g
t h e c o r r e l a t i o n s , e s p e c i a l l y i n r a n d o m c l o s e p a c k i n g , a n d (2 ) q u a n t ify i n g p o r e g e o m e t r y b y
o b t a i n in g p o r e b o dy a n d p o r e t h r o a t di s t ri b u t i o n s a n d c o n n e c t i v i t y b e t w e e n p o r e b o di e s a n d
p o r e t h r o a t s .
1 0 4
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A d a m s
,
D J , a n d M a t h e s o n , A J ,
"
C o m p u t a t i o n o f D e n s e R a n d o m P a c k i n g s o f H a r d
S p h e r e s
"
J o u r n a l o f C h em i c a l P hy s i c s , 5 6 ( 197 2 ) 19 8 9
A l l e n
,
M P
,
" Sim u l a t i o n s U s in g H a r d P a r t i c l e s ,
"
P h i l o s o p h i c a l T r a n s a c ti o n s of th e R o y a l
So c i e ty , 3 4 4 ( 19 9 3 ) 3 2 3 .
B a r k e r
,
G C a n d M e h t a
,
A
,
" V i b r a t e d P o w d e r s : S t r u c t u r e
,
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,
a n d D y n am i c s ,
"
P h y s i c s R e v i e w A , 4 5 ( 199 2 ) 34 3 5
B a r l o w , W ,
"
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" N a t i r e
,
2 9 (1 8 83 ) , 1 8 6
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,
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"
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"
J o u r n a l o f
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( 19 8 3 ) 10 5 3
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t h e P a c k in g E f fi c i e n c y o f P a r t i c l e s ,
"
P o w d e r T e c h n o l o g y , 1 0 (19 74 ) 1 11 .
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, S K A n d N g , K M ,
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W a l l E f fe c t s ,
"
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G u i de ,
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F i n n e y , J . L . ,
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"
J o u r n a l of G e o l o g y , X L I H (19 3 5 ) 9 10
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(1 9 8 6 )
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P / jj « c s of F l u i d s A , 5 ( 199 3 ) 73 8
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